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Prefazione della prima edizione.

Il ruolo dei due prinipi fondamentali della Termodinamia in tutti i settori della �loso�a naturale divengono

sempre più importanti. Abbandonando le teorie ambiziose presenti da quarant'anni, piene di ipotesi moleolari,

erhiamo oggi di ostruire sulla Termodinamia solo il ompleto edi�io della Fisia matematia. I due prinipi

di Mayer e di Clausius le garantiranno delle solide basi tali da farla durare per un erto tempo? Nessuno ne

dubitano; ma da dove i viene tale �duia?

Un �sio eminente mi disse un giorno a proposito della teoria degli errori: �Tutti vi redono fermamente

perhé i matematii si immaginano he sia un fatto legato all'osservazione, e gli osservatori he è un teorema

della matematia�. È stato osì a lungo per il prinipio di onservazione dell'energia. Non è più osì oggi:

nessuno ignora he è un fatto sperimentale.

Ma allora hi i dà il diritto di assegnare al prinipio stesso maggiore generalità e preisione he alle

esperienze he sono servite a dimostrarlo? C'è da hiedersi se è legittimo, ome si fa ogni giorno, generalizzare

i dati empirii, e non avrei la traotanza di disutere questo tema, dopo he molti �loso� si sono vanamente

sforzati di ontrastarlo. Una sola osa è erta: se questa faoltà i fosse ri�utata, la Sienza non potrebbe esistere

o, almeno, ridotta ad una sorta di inventario, alla onstatazione di fatti isolati, essa non avrebbe per noi alun

valore, poihé non potrebbe soddisfare il nostro bisogno di ordine e di armonia e sarebbe nello stesso tempo

inapae di fare previsioni. Come le irostanze he hanno preeduto un fatto qualsiasi non si riprodurranno

mai più tutte in una volta, basta una prima generalizzazione per prevedere se questo fatto si ripeterà anora

on il ambiamento anhe della minore di queste irostanze.

Ma l'intera proposizione può essere generalizzata in una in�nità di modi. Tra tutte le generalizzazioni

possibili, basta he segliamo e possiamo segliere solo la più semplie. Siamo quindi portati ad agire ome se

una legge semplie fosse più probabile di una ompliata.

È da mezzo seolo he si onfessava franamente e si prolamava he la natura ama la sempliità; purtrop-

po essa i ha dato troppo smentite. Oggi non abbiamo più questa tendenza e si onserva solo iò he i è

indispensabile a�nhé la Sienza non divenga impossibile.

Formulando una legge generale, semplie e preisa dopo esperienze relativamente numerose e he presentano

alune divergenze, non faiamo altro he obbedire a una neessità alla quale l'intelligenza umana non può

sottrarsi.

Ma vi è qualosa di più ed è per questo he insisto.

Nessuno dubita he il prinipio di Mayer sia destinato a sopravvivere a tutte le leggi partiolari da ui è

stato tratto, osì ome la legge di Newton è sopravvissuta alle leggi di Keplero, da ui derivavano, e he sono

solo approssimazioni, se si tiene onto delle perturbazioni.

Perhé questo prinipio oupa una speie di posto privilegiato tra tutte le leggi della �sia? Vi sono molte

piole ragioni.

Innanzitutto si rede he non potremmo respingerlo o anhe solo dubitare del suo rigore assoluto senza

ammettere la possibilità del moto perpetuo; noi di�diamo, beninteso, di una tale prospettiva, e i rediamo

meno temerari a�ermando di non negarla.

Ciò non è forse del tutto un fatto esatto; l'impossibilità del moto perpetuo oinvolge la onservazione

dell'energia solo per i fenomeni reversibili.

L'imponente sempliità del prinipio di Mayer ontribuise ugualmente ad a�ermare la nostra �duia. In

una legge dedotta immediatamente dall'esperienza, ome quella di Mariotte, questa sempliità i apparirebbe

piuttosto un motivo di di�denza; ma, qui, noi vediamo elementi, diversi a prima vista, disporsi in un ordine

inatteso e formare un tutto armonio; e non i ri�utiamo di redere he una armonia non prevista sia un semplie

e�etto del aso. Sembra he la nostra onquista sia tanto più ara quando i è ostata più sforzi o quando siamo

più siuri di aver strappato alla natura il suo vero segreto he nasondeva più gelosamente.

Questi sono però solo pioli motivi; per erigere la legge di Mayer a prinipio assoluto, servirebbe una

disussione più approfondita. Ma, se si tenta di farla, si vede he questo prinipio assoluto non è osì semplie

da enuniare.

In ogni aso partiolare si vede iò he è l'energia e se ne può dare una de�nizione provvisoria; ma è

impossibile trovare una de�nizione generale.

Se si vuole enuniare il prinipio in tutta la sua generalità appliando all'intero Universo, lo si vede svanire

e i rimane solo questo: Vi è qualosa he rimane ostante.

Ma ha senso? Nell'ipotesi determinista, lo stato dell'Universo è determinato da un numero eessivamente

grande n di parametri he hiamerò x1, x2, ...xn. Se si onose in un istante qualsiasi il valore di questi n

parametri, si onosono pure le loro derivate rispetto al tempo e si possono alolare di onseguenza i valori di

questi stessi parametri in un istante preedente o suessivo. In altri termini, questi n parametri soddisfano n

equazioni di�erenziali della forma

dxi

dt
= ϕi (x1, x2, ...xn) (i = 1, 2, ..., n)

Queste equazioni ammettono n − 1 integrali e vi sono di onseguenza n − 1 funzioni di x1, x2, ...xn he
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rimangono ostanti. Se diiamo allora he vi è qualosa he rimane ostante, enuniamo solo una tautologia.

Sarà imbarazzante stabilire quale tra tutti i nostri integrali quello he deve assumere il nome di energia.

Non è in questo senso he si intende il prinipio di Mayer quando lo si applia ad un sistema limitato.

Si ammette allora he p dei nostri n parametri variano in modo indipendente, di modo he abbiamo solo

n− p relazioni, in genere lineari, tra i nostri n parametri e le loro derivate. Le sriverò

Yi = Xi.1dx1 +X1,2dx2 + ...+Xi,ndxn = 0(0.0.1)

(i = 1, 2, ..., n− p)

essendo Xi,k funzioni di x1, x2, ...xn.

Supponiamo, per sempli�are l'enuniato he la somma dei lavori delle forze esterne sia nulla ome quella

delle quantità di alore edute all'esterno. Eo allora quale sarà il signi�ato del nostro prinipio:

Vi è una ombinazione di Yi he è un di�erenziale esatto; ioè he si possono trovare n− p funzioni

Z1, Z2, ..., Zn−p

di x1, x2, ...xn tali he

Z1Y1 + Z2Y2 + ...+ Zn−pYn−p

sia un di�erenziale esatto.

Ma ome si può fare quando si hanno parehi parametri le ui variazioni sono indipendenti? Questo è il

aso in ui vi sono forze esterne (benhé abbiamo supposto, per sempli�are, he la somma algebria dei lavori

di queste forze sia nullo). Se infatti il sistema fosse ompletamente sottratto ad ogni azione esterna, i valori dei

nostri n parametri in un istante dato basterebbero a determinare lo stato del sistema in un qualsiasi istante

suessivo, rimanendo nell'ipotesi deterministia: riadremmo quindi nella stessa di�oltà preedente.

Se lo stato futuro non fosse ompletamente determinato dal suo stato attuale, osa he dipende anhe dallo

stato dei orpi estesi al sistema. Ma allora è verosimile he esistano equazioni ome le relazioni 0.0.1 indipendenti

da questo stato dei orpi esterni? e se in erti asi rediamo di poterne trovare, non è solo a ausa della nostra

ignoranza e poihé l'in�uenza dei orpi è troppo debole per poter essere perepita tramite la nostra esperienza?

Se il sistema non è visto ome ompletamente isolato, è probabile he l'espressione rigorosamente esatta

della sua energia interna dovrà dipendere dallo stato dei orpi esterni. Prima ho pure supposto he la somma

dei lavori delle forze esterne fosse nulla, e, se si non si vuole questa limitazione un poo arti�iosa, l'enuniato

diviene anora più di�ile.

Per formulare il prinipio di Mayer dandogli un senso assoluto, bisogna estenderlo a tutto l'Universo, e

allora i si ritrova di fronte alla stessa di�oltà he si voleva evitare.

Riassumendo, e per impiegare il linguaggio ordinario, la legge di onservazione dell'energia può avere un

solo signi�ato, ioè avere una proprietà omune a tutte le possibili; ma, nell'ipotesi determinista, ve ne una

sola possibile, e allora la legge non ha più senso.

Nell'ipotesi indeterminista, al ontrario, essa ne assumerebbe uno, anhe volendolo intendere in senso

assoluto; apparirebbe ome una limitazione imposta alla libertà.

Ma questo termine mi avverto he sto fuorviando e he eso dal ampo delle Matematihe e della Fisia.

Mi fermo quindi e voglio lasiare una sola impressione da questa disussione: la legge di Mayer è una forma

assai �essibile nella quale si può far rientrare tutto quanto si vuole. Non voglio dire he essa non orrisponde

ad aluna realtà oggettiva, né he si ridue ad una semplie tautologia, poihé, in ogni aso partiolare, e fatto

salvo il fatto he non i si vuole spingere �no all'assoluto, essa ha un senso perfettamente hiaro.

Questa duttilità è un motivo per redere alla sua lunga durata, e poihé essa somparirà solo per fondersi

in una armonia superiore, possiamo lavorare on tranquillità ed appoggiarsi su di essa, erti he il nostro lavoro

non andrà perso.

Quasi tutto iò he ho detto si applia al prinipio di Clausius. Ciò he lo distingue è il fatto di essere espresso

mediante una diseguaglianza. Si dirà forse he non è lo stesso delle altre leggi �sihe, poihé la loro preisione

è sempre limitata dagli errori sperimentali. Ma esse mostrano meno la pretesa di essere prime approssimazioni

e he si spera di poterle rimpiazzare poo per volta on leggi sempre più preise. Se, al ontrario, il prinipio

di Clausius si ridue ad una disuguaglianza, non è per l'imperfezione dei nostri metodi osservativi, ma per la

natura stessa della questione.

Per spiegare per quali ragioni tutti i �sii hanno adottato questi due prinipi, non ho trovato di meglio he

seguire nella mia esposizione il perorso storio. Lo spettaolo dei lunghi tentativi on i quali l'uomo giunge

alla verità è da sé alquanto istruttivo. Si evidenzierà il ruolo importante gioato dalle diverse idee teorihe o

anhe meta�sihe, oggi abbandonate o viste on dubbio. Servizio singolare he i ha reso iò he è forse l'errore!

I due prinipi, appoggiati ora su solide prove sperimentali, sono sopravvissuti a queste fragili ipotesi, senza le

quali non sarebbero forse anora stati soperti. È osì he i sbarazza delle stampelle he sorreggono una volta

quando è ompletamente ostruita.

Questa modo di esporre aveva tuttavia un inonveniente, quello di obbligarmi a dilungarmi alquanto. Volen-

do, per esempio, onservare i ragionamenti di Carnot e Clausius, ho dato due dimostrazioni del teorema di

Clausius; la prima, appliabile solo a erti sistemi; la seonda, assolutamente generale, ma basata sulla prima.
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Ne è risultato he non ho potuto evitare una distinzione alquanto arti�iosa tra le due ategorie di orpi, a

seonda he il loro stato è de�nito da due sole variabili, o da un maggior numero. Questa distinzione, he non

orrisponde a nulla di reale, si ritroverà in ogni istante in questa Opera. Può sembrare he vi attribuisa una

importanza enorme, mentre nulla è più lontano dal mio pensiero.

Ho dovuto insistere sull'equazione di Clausius

(0.0.2)

ˆ

dQ

T
> 0

appliata ai fenomeni irreversibili, poihé essa ha generato lunghe polemihe.

Il mio punto di partenza è l'assioma di Clausius:

�Non si può far passare alore da un orpo freddo ad un orpo più aldo�.

Avevo solo da rierare quale fosse la generalità e, per esempio, se fosse anora vero quando si analizzano

fenomeni himii irreversibili. È al solo sperimentatore he spetta di de�nire tale questione. Il ruolo del

matematio è più modesto.

Fissare il signi�ato preiso della disuguaglianza 0.0.2, erare quali ipotesi bisogna assoiare all'assioma di

Clausius a�nhé questa disuguaglianza venga neessariamente dedotta, eo il ompito he mi ero permesso di

a�rontare e he mi sono sforzato di portare a termine.

Realizzando le mie dimostrazioni, sono un poo spaventato dalla lunghezza del Capitolo in ui tratto delle

mahine a vapore. Spero he il lettore, vedendo il numero di pagine, non si aspetti di trovare una teoria

ompleta e soddisfaente e he non mi faia segno dello sua delusione.

Una simile teoria non può essere fatta e non ho anhe la ompetenza neessaria per esporre lo stato attuale

della questione. Ho voluto soltanto mostrare on un esempio quale uso si debba fare del teorema di Clausius;

ho voluto mostrare anhe quale è la omplessità di questi tipi di problemi e a quali errori i si espone quando li

si vuole ignorare.

In uno delle sue prefazioni spirituali, M. Bertrand prende in giro on grande aume gli autori he ammassano

nelle loro opere integrali sgradevoli, e he non saprebbero alolare, poihé sono obbligati a far omparire sotto

il segno di somma funzioni sonosiute he l'esperienza non ha anora individuato. In questo Capitolo, ho

meritato tali ritihe e sarei non susabile se avessi avuto altro sopo se non quello di far meglio omprendere

il signi�ato della disuguaglianza 0.0.2.

L'oggetto dei due Capitoli suessivi è l'appliazione dei teoremi di Mayer e di Clausius ai fenomeni himii

ed elettrii, Qualhe volta questa teoria è stata esposta ome se la si volesse dedurre interamente da questi due

soli prinipi. Si pensa he spaventati da tale prodigiosa feondità molti sienziati eminenti abbiano onsiderato

dubbia la diseguaglianza di Clausius. Ma è solo un'illusione; la feondità dei nostri due prinipi rimane senza

dubbio grande; tra tutte le leggi dimostrate dall'esperienza, essi permettono di dedurne un altro he ne è per

osì dire il reiproo. L'aria si dilata quando si salda, pertanto si risalda quando si omprime, e. Da iò,

la Termodinamia raddoppia in qualhe modo le nostre onosenze; è molto, ma non tutto. Da un maggiore

qualsiasi, non si può trarre aluna onlusione se non gli si aggiunge un minore, e, se a volte sembra non essere

osì, è perhé la misura è sotto estesa.

Credo onveniente ristabilirla, perhé è spesso una ipotesi e tutte le ipotesi devono essere enuniate in modo

espliito. Certamente è permesso farne; senza queste, non si avrebbe Fisia matematia, poihé l'oggetto di ques-

ta sienza è preisamente quello di veri�are le ipotesi traendone onseguenze ontrollabili sperimentalmente.

Il periolo sarebbe avanzarne senza oglierne. Periolo he ho erato di evitare.

Non basta pure fare eezione per le ipotesi più semplii. Se esse i appaiono tali, spesso è perhé il aso

i ha fatto adottare erte variabili. Non penseremmo osì se avessimo fatto altre selte. È anhe dalle ipotesi

semplii he bisogna di�dare di più, poihé sono quelle he hanno le maggiori possibilità di passare inosservate.

È a queste idee he mi sono ispirato nello studio della dissoiazione del fenomeno Peltier; ho erato di

far vedere he è impossibile ostruire a priori la legge di dissoiazione delle misele omogenee o quella della

dissoiazione delle misele eterogenee, ma he si può tentare di dedurle una dall'altra.

Termino on la teoria dei sistemi monoilii. Ne iterò qui una mia onlusione:

Il meanismo è inompatibile on il teorema di Clausius.

Vi sono due tipi di meanismi.

Ci si può rappresentare l'Universo ome formato di atomi inapai di agire a distanza gli uni dagli altri

e muoventesi in linea retta nelle diverse direzioni, �nhé tali direzioni non siano modi�ate da urti. Le leggi

dell'urto sono le stesse di quelle dei orpi elastii. Oppure si può supporre he questi atomi possano agire a

distanza e he l'azione reiproa di due atomi si ridua all'attrazione o alla repulsione dipendente solo dalla

distanza.

La prima onezione è evidentemente solo un aso partiolare della seonda; mostro he entrambe sono

inompatibili on i prinipi della Termodinamia.

Ho avuto due volte l'oasione di essere in disaordo on M. Duhem; potrebbe sorprendere he lo iti

solo per ontrastarlo, e sarò desolato he egli pensi a qualhe malevola intenzione. Non supporrà, spero, he

io disonosa i servigi he egli ha reso alla Sienza. Ho soltanto reduto più utile insistere sui punti o sui suoi
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risultati he mi sembravano meritevoli di essere ompletati, piuttosto he su quelli he avrei potuto soltanto

ripetere.

H. POINCARÉ



Parte 1

TERMODINAMICA



La Termodinamia si basa su due prinipi:

(1) Il prinipio della onservazione dell'energia di ui un aso partiolare, il più interessante dal punto di

vista he i interessa, è il prinipio dell'equivalenza del alore detto anhe prinipio di Mayer ;

(2) Il prinipio della dissipazione dell'entropia, più spesso detto prinipio di Carnot o prinipio di Clausius.

Studieremo in seguito questi due prinipi, osì ome le loro onseguenze più immediate. I primi Capitoli saranno

prinipalmente dediati alla storia della soperta di tali prinipi.



CAPITOLO 1

Il prinipio di onservazione dell'energia.

1. Soperta del prinipio di equivalenza

È di�ile dire a hi appartiene l'onore di avere soperto il prinipio dell'equivalenza tra il alore e il lavoro

meanio.

Sadi Carnot sembra averlo rionosiuto verso la �ne della propria vita; ma le sue rierhe su questo argo-

mento, onsegnate nelle Note manosritte pubbliate solo in questi ultimi anni, rimasero a lungo ignorate e non

furono di alun vantaggio per la Sienza. Fu riservato a Robert Mayer ritrovarle e farle onosere.

Ma, nel momento in ui Mayer enuniò questo prinipio, Joule era impegnato in esperienze he dovevano

infallibilmente portarlo alla sua soperta e he divennero la migliore dimostrazione della sua esattezza. Colding,

senza onosere i lavori di Mayer e di Joule, stava per giungere allo stesso risultato.

Questa simultaneità di rierhe, onvergono verso lo stesso sopo, rihiama la soperta del alolo in�nites-

imale, soperta sulla quale Newton e Leibniz possiedono uguali diritti.

Ma, a�nhé una verità appaia anhe nello stesso tempo a sienziati he lavorano separatamente, e tale

fatto non è raro nella storia della Sienza, è neessario he le menti siano preparate. Non si può quindi separare

l'esposizione del prinipio di Mayer dal movimento sienti�o he preedette la sua soperta.

2. L'impossibilità del moto perpetuo.

Le prime trae dell'idea della onservazione dell'energia risalgono a molto lontano.

Per tutto il tempo la soperta del moto perpetuo è stata il �ne delle rierhe. Galileo, ispirandosi alle

ondizioni di funzionamento delle mahine semplii, a�ermò per primo l'impossibilità di un tale moto.

Prendiamo un verriello, per esempio. Sia Q la forza agente sulla orda he si avvolge sul ilindro, di raggio

r, del verriello. Possiamo equilibrarla appliando alla manovella una forza minore, Q r
R
, essendo R il raggio

della ironferenza desritta dal perno della manovella. Se la mahina si muove di moto uniforme, queste due

forze, la resistenza e la potenza, stanno anora nello stesso rapporto. Possiamo pertanto on una data forza

far salire un orpo il ui peso sta a questa forza nel rapporto

R
r
, maggiore dell'unità. Ma, se moltiplihiamo la

forza, non reiamo lavoro, poihé la veloità del punto di appliazione della resistenza sta a quella del punto

di appliazione della potenza nel rapporto

r
R
, inverso del preedente. In un moto, il lavoro della resistenza è

uguale a quello della potenza.

Galileo veri�ò questa uguaglianza per la mu�ola e, in generale, per tutte le mahine semplii. Ma osservò

he bisognava prendere per resistenza, non la forza utile sviluppata, ma questa forza aumentata di quelle he

risultano dalle resistenze passive ome l'attrito. Queste ultime forze esistendo per forza in tutti i meanismi

materiali, Galileo ne onluse, a ragione, he il lavoro utile è sempre minore del lavoro della potenza. Lavoro

non può quindi essere reato e, di onseguenza, il moto perpetuo è impossibile.

3. Ma se nessuna mahina può reare lavoro, non è evidente he il lavoro non possa essere distrutto. La

onservazione dell'energia non sarebbe quindi una onseguenza dell'impossibilità del moto perpetuo, benhé il

reiproo sia vero. Galileo non poteva quindi rendersi onto di avere onservazione dell'energia nelle mahine

he studiava.

Tuttavia si trova nelle opere del grande �sio del XVII seolo, in un aso partiolare, ioè nel aso in ui

interviene solo il peso, quando si suppone l'attrito nullo. Si sa, infatti, he Galileo ha dimostrato he la veloità

aquisita da un grave adendo da un'altezza h è

√
2gh, qualunque sia la natura del ammino perorso dal orpo

a ausa dei suoi vinoli; si ha pertanto

v =
√

2gh

o

v2

2
− gh = 0

Il primo termine di questa relazione è l'energia dovuta alla forza viva del orpo, assumendo la sua massa

ome unitaria; il seondo −gh, è, a meno di una ostante, l'energia potenziale di questo stesso orpo, o meglio,

del sistema omposto dal orpo e dalla terra; di onseguenza, l'uguaglianza preedente die he la somma di

queste due energie è ostante, in altri termini he vi è onservazione dell'energia. Huyghens estese lo stesso

prinipio a un sistema di orpi pesanti.

9
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4. Il prinipio della onservazione della quantità di moto

Qualhe anno dopo, Desartes enuniò il prinipio della onservazione della quantità di moto. La sua

dimostrazione non ha nulla di sienti�o: �Essendo Dio immutabile, disse, ha dovuto onservare la stessa

quantità di moto�. D'altra parte, ome l'intendeva Desartes, questo prinipio è falso, è irragionevole.

Infatti, la quantità di moto di un sistema è la somma dei prodotti della masse dei punti materiali he lo om-

pongono per le veloità di questi punti. Se quindi m1,m2, ...mi sono le masse di questi punti, ξ1, η1, ζ1, ...ξi, ηi, ζi
le omponenti delle loro veloità lungo i tre assi, il prinipio di onservazione della quantità di moto si esprime

on

∑

mivi = cost

essendo vi

vi =
√

ξ21 + η21 + ζ21

L'inesattezza di questa uguaglianza è evidente. Per onvinersene basta sottolineare he, se è vera nel moto

assoluto, essa di esserlo nel moto relativo quando gli assi sono dotati di un moto di traslazione

1

.

Modi�ato onvenientemente, il prinipio di Desartes è divenuto uno dei prinipi deisivi della Meania:

il prinipio delle quantità di moto proiettate. Si esprime tramite le relazioni

∑

miξi = cost
∑

miηi = cost
∑

miζi = cost

e si enunia: la somma delle proiezioni su un asse qualsiasi delle quantità di moto di un sistema (e non più la

somma delle quantità di moto stesse) è ostante. È a Huyghens he si deve tale modi�a.

5. La forza viva

D'altronde, nonostante gli errori, il prinipio di Desartes ha una grande importanza storia; ha preparato

e ondotto Leibniz ad introdurre la forza viva.

Così ome Desartes, e per le stesse ragioni meta�sihe, Leibniz ammette he qualosa deve rimanere

immutato nell'universo. Avendo notato he il quadrato della veloità di un punto è la somma dei quadrati delle

omponenti, fa osservare he il prodotto

miv
2
i = miξ

2
i +miη

2
i +miζ

2
i

è la somma di tre prodotti analoghi dove ompaiono veloità ξi, ηi, ζi di direzioni arbitrarie. Ne onlude he

in un sistema di punti materiali, dove le veloità hanno direzioni qualsiasi, la forza viva da onsiderare è la

somma

∑

miv
2
i di questi prodotti, e non, ome faeva Desartes, la somma

∑

mivi. Leibniz introdusse inoltre

quella he si hiama l'azione motrie e l'azione latente, e, per esso, iò he rimane ostante, è la forza motrie,

somma della forza viva e dell'azione latente. Leibniz era quindi sulla strada della soperta del prinipio della

onservazione dell'energia.

Sembra he Leibniz abbia avuto l'intuizione delle nostre attuali idee. Infatti, seondo questo matematio,

se l'azione motrie sembra disperdersi in erti asi, dipende dal fatto he i moti osservabili sono trasformati in

moti moleolari. Non poteva esprimere più hiaramente l'ipotesi he è stata all'origine della Teoria meania

del alore.

6. Il teorema delle forze vive.

Le idee di Leibniz non tardarono ad essere preisate; se ne dedusse il teorema delle forze vive.

Siano m1,m2, ...,mi le masse dei punti di un sistema materiale; x1, y1, ..., xi, yi, zi le oordinate di questi

punti; X1, Y1, ..., Xi, Yi, Zi le omponenti lungo gli assi della risultante di tutte le forze interne ed esterne he

agisono su ogni punto. Le equazioni del moto di uno di essi sono

mi
d2xi

dt2
= Xi

mi
d2yi
dt2

= Yi

mi
d2zi
dt2

= Zi

La semi-forza viva del sistema ha ome valore

W =
∑ mi

2

[

(

dxi

dt

)2

+

(

dyi

dt

)2

+

(

dzi

dt

)2
]

Derivando rispetto al tempo, si ottiene

dW

dt
=
∑

mi

(

d2xi

dt2
dxi

dt
+
d2yi

dt2
dyi

dt
+
d2zi

dt2
dzi

dt

)

1

Desartes si è aorto he il suo prinipio non è onfermato dall'esperienza; e se ne può assiurare leggendo una nota he

segue la sua teoria dell'urto dei orpi; ma egli redeva he l'aordo si sarebbe ristabilito tenendo onto della quantità di moto

dell'etere.
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e, sostituendo in queste espressioni le derivate seonde rispetto al tempo on i loro valori tratti dalle equazioni

del moto, si ottiene

dW

dt
=
∑

(

Xi

dxi

dt
+ Yi

dyi

dt
+ Zi

dzi

dt

)

o

dW =
∑

(Xidxi + Yidyi + Zidzi)

Il seondo membro di questa uguaglianza rappresenta il lavoro di tutte le forze appliate al sistema quando i

loro punti di appliazione subisono spostamenti in�nitesimi. Ne segue il seguente teorema: La variazione della

semi-forza viva di un sistema è uguale alla somma dei lavori ompiuti da tutte le forze del sistema durante lo

spostamento onsiderato.

7. La onservazione dell'energia.

Limitiamoi al aso di un sistema soggetto solo a forze interne e supponiamo he queste forze ammettano

una funzione delle forze, ioè he X1, Y1, ... siano le derivate parziali rispetto alle oordinate di una stessa

funzione −V di queste oordinate; abbiamo allora

Xi = −
dV

dxi
Yi = − dV

dyi
Z1 = −

dV

dzi

Ma, non dipendendo V espliitamente dal tempo, per ipotesi, la sua derivata rispetto a t è

dV

dt
=
∑

(

dV

dxi

dxi

dt
+
dV

dyi

dyi

dt
+
dV

dzi

dzi

dt

)

e di onseguenza

dV = −
∑

Xidxi + Yidyi + Zidzi

Da questa espressione deriva he la variazione della funzione delle forze è uguale, a meno del segno, a quella

della semi-forza viva; abbiamo pertanto

dW + dV = 0

e integrando

W + V = cost

La semi-forza viva W di un sistema è detta energia inetia o in atto del sistema; la funzione delle forze

interne ambiata di segno, V , è la sua energia potenziale; in�ne, la somma di queste due energie, è l'energia totale;

la relazione preedente die he l'energia totale del sistema onsiderato è ostante, ioè he vi è onservazione

dell'energia.

8. Il lavoro delle forze esterne

Consideriamo ora il aso in ui il sistema non è isolato, dove sono presenti forze esterne. Siano dτ il lavoro

di tali forze e dτ ′ quello delle forze interne per uno spostamento in�nitamente piolo. Se dW è la variazione

della semi-forza viva, il teorema delle forze vive dà

dW = dτ + dτ ′

Se supponiamo poi he le forze interni ammettano una funzione delle forze −V , abbiamo

dV = −dτ ′

Di onseguenza, sommando, otteniamo

dW + dV = dτ

Il lavoro delle forze esterne durante uno spostamento è quindi uguale alla variazione dell'energia totale del

sistema durante questo spostamento.

9. Caso in ui vi è onservazione dell'energia.

Per rionosere se vi è sempre onservazione dell'energia, basta quindi rierare se, in un aso qualunque,

le forze interne ammettono una funzione delle forze.

Si sa he una tale funzione esiste quando i punti materiali del sistema si attraggono o si respingono lungo le

rette ongiungenti on una forza he dipendente solo dalla distanza he le separa, e se, inoltre, vi è uguaglianza

tra l'azione e la reazione.

Quest'ultima ondizione è sempre veri�ata in base al prinipio dell'eguaglianza dell'azione e della reazione,

prinipio giusti�ato da tutti i fatti noti. Ma si possono immaginare sistemi nei quali le forze non soddisfano alle

ondizioni sopra e nei quali di onseguenza non si può avere onservazione dell'energia. I prinipi fondamentali

della Meania non bastano quindi a dimostrare in tutta la sua generalità il prinipio della onservazione

dell'energia: essi insegnano soltanto he questo prinipio è veri�ato tutte le volte in ui le forze interne del

sistema onsiderato ammettono una funzione delle forze.
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10. Le onseguenze dell'impossibilità del moto perpetuo.

Esaminiamo ora iò he è possibile dedurre da questi risultati ombinandoli on il prinipio dell'impossibilità

del moto perpetuo introdotto da Galileo.

Mostriamo he se le forze he agisono sui diversi punti del sistema dipendono solo dalle loro posizioni esiste

una funzione delle forze.

Per sempli�are la dimostrazione supponiamo il sistema ridotto a un punto materiale M soggetto a una

forza he soddisfa alla ondizione preedente e le ui omponenti sono X,Y, Z.

La variazione della semi-forza viva di questo punto per uno spostamento elementare è, dal teorema delle

forze vive,

dW = Xdx+ Y dy + Zdz

Se il punto onsiderato passa dalla posizione M0 alla posizione M , la variazione W −W0 della semi-forza

viva è data da

W −W0 =

ˆ

(Xdx+ Y dy + Zdz)

dove l'integrale è alolato lungo la urva desritta dal punto mobile. Nel aso in ui il mobile ritorna alla sua

posizione iniziale M0, l'integrazione deve allora essere fatta lungo una linea urva hiusa C; sia allora I il valore

di questo integrale.

11. Mostriamo he I è nullo.

Per prima osa I non può essere positivo. Infatti, se lo fosse, la semi-forza viva aumenterebbe di I quando

il punto materiale desrive la urva C; faendogli perorrere n volte questa urva l'aumento sarebbe nI. Si

potrebbe quindi far resere inde�nitamente la forza viva e, se la si impiegasse per ompiere un lavoro, si

otterrebbe il moto perpetuo, e iò è ontrario al prinipio di Galileo.

D'altra parte, I non può essere negativo. Infatti, se obblighiamo il punto mobile a desrivere la urva C nel

senso inverso al preedente, le omponenti X,Y, Z della forza riassumerebbero in ogni punto gli stessi valori del

verso originario, poihé per ipotesi X,Y, Z dipendono solo dalla posizione del loro punto di appliazione; ma

dx, dy, dz ambiano di segno; di onseguenza l'elemento di�erenziale

Xdx+ Y dy + Zdz

ambia allo stesso modo di segno. La variazione della forza viva quando il punto materiale ritorna alla sua

posizione iniziale è quindi allora −I, ioè positiva. Ora, da quanto prima detto, questa variazione positiva

introdurrebbe la possibilità del moto perpetuo. Di onseguenza −I non può essere positivo, ioè I non può

essere negativo.

Questa quantità non potendo essere né positiva né negativa è quindi neessariamente nulla.

12. Risulta immediatamente da iò he la variazione della forza viva, quando il punto passa per dalla

posizione M0 alla posizione M , è indipendente dal ammino desritto per passare da una all'altra di queste

posizioni.

Siano dati, infatti, due ammini qualunque M0P1M e M0P2M (�g. 1) per i quali le variazioni della forza

viva sono rispettivamente I1 e I2. Chiamiamo I
′

questa variazione quando il punto passa da M a M0 on il

perorso MP ′M0.

Avremo, da quanto detto�

I1 + I
′

= 0 e I2 + I
′

= 0

da ui

I1 = I2

Ma I1 e I2 sono i valori dell'integrale

ˆ

Xdx+ Y dy + Zdz
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alolato lungo le urveM0P1M eM0P2M . Poihé esse sono uguali il valore dell'integrale dipende solo dai suoi

limiti. È una ondizione su�iente a�nhé la quantità posta sotto il segno di integrazione sia un di�erenziale

esatto. Vi è quindi una funzione delle forze e, di onseguenza, onservazione dell'energia.

13. Consideriamo ora il aso in ui la forza dipende non solo dalla funzione del suo punto di appliazione,

ma anhe dalla veloità di tale punto.

Ripetendo il ragionamento del paragrafo 11 si troverà he I non può essere positivo. Ma non si può a�ermare

he questa quantità non sia negativa, poihé la dimostrazione data in preedenza non si applia più. Infatti,

quando si ambia il verso del moto del punto materiale sulla urva hiusa, si ambia nello stesso tempo quello

della veloità; siome X,Y, Z dipendono da questa veloità non si può più a�ermare he queste omponenti

possiedono, nello stesso punto della urva, lo stesso valore qualunque sia il verso del moto; di onseguenza, la

variazione I della forza viva può non solo ambiare di segno, ma anhe in valore assoluto quando di inverte il

verso del moto. Il valore dell'integrale del lavoro può dunque dipendere dal ammino desritto dal punto di

appliazione e non vi è quindi una funzione delle forze. Non si può allora a�ermare he si abbia onservazione

dell'energia nel sistema. Tali erano le onseguenze alle quali lo studio dei prinipi della Dinamia aveva ondotto

gli sienziati alla �ne del XVIII seolo.



CAPITOLO 2

CALORIMETRIA

14. Il �uido alori�o.

Lo stato delle sienze matematihe verso la �ne del XVIII seolo permetteva quindi di prevedere he, almeno

in un grande numero di asi, vi è onservazione dell'energia nei fenomeni meanii.

Ma, mentre i matematii perfezionavano i loro metodi e assiuravano, on ragionamenti rigorosi, fondamenta

solide ai prinipi della Meania, i �sii studiavano il Calore e preparavano osì, unitamente ai matematii, il

prinipio di equivalenza.

Sfortunatamente, in quel periodo, i �uidi ipotetii avevano un posto preponderante nella spiegazione dei

fenomeni �sii, Con il moto �uido si introdusse l'idea dell'indistruttibilità. Il �uido alori�o, i �uidi elettrii

erano pensati ome indistruttibili. Questa ipotesi non poteva avere aluna onseguenza spiaevole sullo sviluppo

dell'elettriità, poihé più tardi venne rionosiuta ome esatta. Non fu osì per il Calore: l'ipotesi della

onservazione del alorio è falsa e impedì a lungo progressi signi�ativi in questo settore della Fisia. Non

tarderemo a dimostrarne l'inesattezza, ma bisogna prima presentare due nozioni indispensabili allo studio del

Calore: la temperatura e la quantità di alore.

15. Temperatura

Quando due orpi sono messi a ontatto, si osserva in genere un ambiamento di volume di ognuno di essi;

al termine di un tempo più o meno lungo, questa variazione non si produe più.

Per de�nizione, due orpi sono a temperature uguali o in equilibrio di temperatura quando, messi a ontatto,

non subisono aluna variazione di volume.

A�nhé questa de�nizione sia aettabile, serve he, se due orpi A e B sono separatamente in equilibrio

di temperatura on un terzo C, siano pure in equilibrio tra loro. Questa ondizione è veri�ata dall'esperienza.

Vedremo in seguito he questo fatto sperimentale può essere visto ome un aso partiolare del seondo prinipio

della Termodinamia.

16. Per misurare le temperature, è neessaria una ulteriore onvenzione. Converremo he la temperatura

di una massa di merurio oupante un dato volume V è data dalla relazione

t = 100
V − V0

V1 − V0

essendo V0 il volume della massa quando è in equilibrio di temperatura on il ghiaio fondente, V1 il suo volume

quando è in equilibrio di temperatura on il vapore aqueo bollente. La temperatura è detta allora espressa in

gradi entigradi.

Quando vorremo valutare la temperatura di un orpo qualsiasi, lo metteremo a ontatto on questa massa

di merurio; se non vi sono variazioni di volume, questi due orpi sono, seondo la de�nizione di temperature

uguali, alla stessa temperatura, e, per onosere il suo valore, basta appliare la relazione preedente. A ausa

del suo ruolo, la massa di merurio onsiderata è detta termometro.

In generale, quando si mette un orpo a ontatto on un termometro, vi è una variazione di volume dei

due orpi; di onseguenza, la temperatura di entrambi varia �nhé viene raggiunto l'equilibrio di temperatura.

Introduendo nella relazione he de�nise la temperatura il volume he oupa allora il orpo termometrio, si

ottiene solo la temperatura orrispondente a questa ondizione di equilibrio. Vediamo pertanto he a meno di

ondizioni partiolari, la temperatura alla quale il termometro si fermerà non sarà esattamente quella he aveva

il orpo nel momento in ui è stato posto viino al termometro.

17. Faiamo osservare he la onvenzione adottata per la misura delle temperature è del tutto arbitraria.

Non solo possiamo segliere un orpo diverso dal merurio, ma possiamo anhe prendere ome temperatura,

invee del valore t de�nito dalla relazione preedente, il valore di una funzione θ = f (t), soggetta alla sola

ondizione di resere ostantemente on t. Quest'ultima ipotesi permette, infatti, di valutare le temperature,

poihé se due orpi si trovano a temperature diverse t1 e t2, quando si adotta la onvenzione enuniata prima,

i valori θ1 e θ2 orrispondenti sono pure diversi; inoltre, se t1 è maggiore di t2, θ1 è ugualmente maggiore di θ2,

poihé la funzione θ può essere resente al resere di t. Vedremo in seguito l'importanza di questa osservazione,

e vedremo he la Termodinamia i fornise una de�nizione razionale di iò he si può hiamare la temperatura

assoluta, de�nizione dove non ompare aluna onvenzione di arattere arbitrario.

14
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18. Quantità di alore

Avendo a disposizione un modo per misurare le temperature, è possibile, on nuove onvenzioni, misurare

la quantità di alore.

Se mettiamo a ontatto un orpo A ad una temperatura t0 e un orpo B ad una temperatura superiore a t1,

l'esperienza mostra he la temperatura del primo si innalza, mentre quella del seondo si abbassa. Esprimiamo

questo fatto diendo he B ede alore ad A.

In erti asi, uno dei orpi, B per esempio, non può variare la temperatura; è quanto avviene quando B è

sede di un fenomeno �sio he si e�ettua a temperatura ostante ome la fusione. Tuttavia, ammetteremo pure

he vi è sambio di alore e, se la temperatura di A si innalza, diremo he il alore è eduto a questo orpo da

B. Può pure avvenire he un orpo ede alore, benhé la sua temperatura ontinui a salire; è he he suede,

per esempio, quando si omprime un gas; questo gas si risalda, sebbene, divenuto più aldo dei orpi nelle

viinanze, ede loro alore per irraggiamento e onduzione.

È pertanto neessario dare una de�nizione più preisa e al riparo da queste obiezioni.

(1) Se un orpo (o un sistema di orpi) B, sottratto all'azione delle forze esterne, subise un ambiamento

di stato qualunque, diremo he la quantità di alore rievuto da questo orpo B è nulla.

(2) Se un orpo B è messo a ontatto on un orpo A e il sistema di questi due orpi sia sottratto a tutti le

azioni esterne; se esso subise un ambiamento di stato β mentre il orpo A subise un ambiamento di

stato α; se, poi, un altro orpo B
′

è messo a ontatto dello stesso orpo A e subise un ambiamento β
′

mentre il orpo A subise lo stesso ambiamento α, ioè parte dallo stesso stato iniziale, per approdare

allo stesso stato �nale passando per gli stessi stati intermedi, diremo he la quantità di alore rievuta

o eduta da B durante il ambiamento β è uguale alla quantità di alore rievuto o eduto da B
′

durante il ambiamento β
′

.

(3) Se un orpo B è messo a ontatto di K hilogrammi del orpo A e subise il ambiamento β, mentre

questi K hilogrammi subisono il ambiamento α; se, poi, il orpo B
′

è a ontatto di K
′

hilogrammi

dello stesso orpo A, e subise il ambiamento β
′

mentre questi K
′

hilogrammi subisono lo stesso

ambiamento α; diremo he la quantità di alore rievuta da B nel ambiamento β sta a quella he

rieve B
′

nel ambiamento β
′

ome K sta a K
′

.

(4) Abbiamo osì un mezzo per de�nire il rapporto tra due quantità di alore quando questo rapporto è

positivo, per estendere la de�nizione al aso in ui questo rapporto è negativo, stabiliremo he il alore

rievuto da B nel ambiamento β è uguale e di segno ontrario al alore rievuto nel ambiamento

inverso.

A�nhé queste de�nizioni siano aettabili, serve he il rapporto osì de�nito non dipenda dal orpo A utilizzato

per misurarlo e dal ambiamento α subito da questo orpoA; iò non è per nulla evidente a priori, ma l'esperienza

lo onferma. Vedremo in seguito he questo fatto sperimentale è un aso partiolare del prinipio di equivalenza.

Il orpo A impiegato per rionosere l'uguaglianza e la disuguaglianza delle quantità di alore si hiama il

orpo alorimetrio.

19. Sottolineiamo he nel aso della temperatura abbiamo, ontrariamente a iò he faiamo per la quantità

di alore, spei�ato la natura del orpo termometrio prima di de�nire iò he si intende per temperatura più

alta di un'altra. Se tutti i orpi aumentassero di volume quando la loro temperatura aumenta, noi avremmo

potuto, dalla de�nizione di temperature uguali, dire he un orpo B si trova ad una temperatura più elevata

di un orpo A, quando, essendo questi orpi messo a ontatto, il volume di B diminuise mentre quello di A

aumenta. Ne sarebbe risultata qualhe sempli�azione. Ma erti orpi, l'aqua, per esempio, diminuisono di

volume quando la loro temperatura aumenta entro erti intervalli, non possiamo adottare, per la misura delle

temperature, il modo di esposizione he abbiamo desritto.

20. D'altronde, è neessario segliere un orpo alorimetrio partiolare quando si vogliono esprimere le

quantità di alore on dei numeri.

Il orpo alorimetrio universalmente adottato è l'aqua alla temperatura 0.
L'Unità della quantità di alore, la aloria, è la quantità di alore neessaria per innalzare da 0° a 1°C la

temperatura di 1kg di aqua. Di onseguenza, quando un orpo B a ontatto on n hilogrammi di aqua a 0°
innalza la loro temperatura di 1°, diremo he B libera n alorie. Nel aso ontrario in ui B ra�redda da 1° a
0° una massa d'aqua di n hilogrammi, diremo he B assorbe n alorie.

21. Relazione fondamentale di un orpo.

La densità di un orpo dipende sia dalla sua temperatura t sia dalla sua pressione p; di onseguenza, il

volume v oupato dall'unità di massa di un orpo, altrimenti detta il volume spei�o, dipende da entrambe

queste due quantità. Esiste quindi una relazione

ϕ (p, v, t) = 0
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tra il volume spei�o, la temperatura e la pressione; è questa la relazione detta la relazione fondamentale del

orpo.

È faile trovarne l'espressione per i gas he seguono la legge di Mariotte e di Gay-Lussa.

Seondo la legge di Mariotte il prodotto pv è ostante per una stessa temperatura; di onseguenza pv è una

funzione solo di t. D'altra parte, dalla legge di Gay-Lussa, per una pressione ostante, il volume è proporzionale

al binomio di dilatazione 1 + 1

273
t; pv è pertanto proporzionale a questo stesso binomio e possiamo srivere

pv = R (273 + t)

Tale è la relazione di un gas perfetto.

La quantità R presente varia on la natura del gas onsiderato. È faile vedere, seondo il modo in ui

questa quantità è stata introdotta, he essa è inversamente proporzionale al peso spei�o del gas.

22. Temperatura assoluta.

La relazione fondamentale dei gas perfetti si ridue a

pv = RT

se poniamo

T = 273 + t

Clausius ha dato alla quantità T de�nita da questa relazione il nome di temperatura assoluta.

Questa de�nizione di Clausius solleva una obiezione importante. I gas perfetti non esistono in natura;

daremo in seguito l'e�ettiva de�nizione della temperatura assoluta, de�nizione he i solleverà da tale di�oltà.

Mi limiterò a dire per ora he, se si onviene di porre

T = t+ 273°

essendo t la temperatura entigrada prima de�nita, la relazione aratteristia dei gas naturali di�erirà poo da

pv = RT

Considerando la temperatura T osì de�nita, la relazione fondamentale di un orpo si sriverà

ϕ (T, v, p) = 0

o anora, risolvendo rispetto a T ,

T = f (p, v)

23. Calore spei�o a pressione ostante.

Supponiamo he si innalzi la temperatura di un orpo di dT mantenendo la pressione ostante, e sia dv

l'aumento del suo volume spei�o.

Per produrre tale innalzamento di temperatura serve fornire al orpo una quantità di alore CdT ; è questo

oe�iente C he si hiama alore spei�o a pressione ostante.

Questa quantità di alore può esprimersi in altro modo. Possiamo, infatti, onsiderare T ome una funzione

di p e di v; di onseguenza

dT =
dT

dp
dp+

dT

dv
dv

Ma, poihé, per ipotesi, la pressione si mantiene ostante, questa uguaglianza si ridue a

dT =
dT

dv
dv

Di onseguenza abbiamo per la quantità di alore erata

CdT = C
dT

dv
dv

24. Calore spei�o a volume ostante.

Ammettiamo ora he, per un innalzamento di temperatura dT , la pressione varia di dp, rimanendo il volume

ostante. Per e�ettuare questa trasformazione il orpo ottiene dall'ambiente una quantità di alore cdT . Questo

oe�iente c è il alore spei�o a volume ostante.

Come in preedenza questa quantità di alore si può mettere sotto un'altra forma, ioè

cdT = c
dT

dp
dp
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25. Calore assorbito durante una trasformazione elementare.

Se, per un innalzamento di temperatura dT , il volume spei�o varia di dv nello stesso tempo in ui la

pressione varia di dp la quantità di alore dQ presa dai orpi irostanti è, a meno di pioli in�nitesimi, uguale

alla somma delle quantità trovate nei due asi preedenti. Abbiamo quindi

dQ = C
dT

dv
+ c

dT

dp
dp

Sottolineiamo he C e c sono funzioni qualsiasi di p e di v. La quantità di alore dQ non è quindi, in

generale, un di�erenziale esatto.

26. Rappresentazione geometria dello stato termio di un orpo.

Poihé le tre quantità p, v, T sono legate da una relazione fondamentale, i loro valori sono determinati quando

si onosono i valori di due di loro, p e v, per esempio, he possono essere viste ome variabili indipendenti. Di

onseguenza, se noi traiamo due assi di oordinate rettangolari Op e Ov (�g. 2) e portiamo in asissa una

lunghezza OP uguale al volume spei�o di un orpo e in ordinate una lunghezza PM uguale alla pressione del

orpo, nello stesso istante, il punto M osì ottenuto determina pienamente on la sua posizione lo stato termio

del orpo, purhé sia nota la relazione fondamentale.

Il punto M è detto il punto rappresentativo dello stato del orpo. Questo modo di rappresentare lo stato

termio di un orpo è dovuto a Clapeyron.

27. Curve isoterme e urve adiabatihe.

Quando lo stato termio del orpo varia in modo ontinuo il punto rappresentativo desrive una urva. Tra

le in�nite urve ottenibili due sono partiolarmente importanti da onsiderare.

Se supponiamo he la temperatura rimanga ostante per tutta le trasformazione, la relazione fondamentale

del orpo dà

f (p, v) = cost

La urva orrispondente a questa equazione e he desrive il punto rappresentativo durante una trasfor-

mazione si hiama una isoterma.

Nel aso in ui la trasformazione avvenga senza he il orpo assorba o eda alore ai orpi irostanti la

urva desritta dal punto M si hiama una adiabatia.

Per avere la sua equazione basta srivere he la quantità di alore dQ, di ui abbiamo in preedenza trovato

l'espressione (25), è uguale a zero; questa equazione è quindi

c
dT

dv
dv + c

dT

dp
dp = 0

Si vede immediatamente he il oe�iente angolare della tangente in un punto di questa urva ha ome

valore

−
C dT
dv

cdT
dp

28. Conseguenza dell'ipotesi dell'indistruttibilità del alorio.

Tutto iò he abbiamo detto vale, he si abbia o no, onservazione del alorio.

Ammettere he il ario è indistruttibile, ome ponevano tutti i �sii all'inizio del XIX seolo, è ammettere

he la quantità di questo �uido ontenuto in un orpo riprende lo stesso valore quando il orpo ritorna allo

stesso stato, qualunque sia la trasformazione subita.

Di onseguenza la quantità Q di alorio assorbito dai orpi irostanti in una trasformazione deve dipendere

solo dallo stato iniziale e dallo stato �nale del orpo he si trasforma. Questi stati essendo ompletamente de�niti

dai valori orrispondenti di p e di v, Q è pertanto una funzione di queste variabili dipendendo solo dai loro valori

agli estremi e non dipendendo dal modo in ui e�ettuano le loro variazioni. Se dQ è la quantità di alorio

assorbita in una trasformazione elementare, Q ha ugualmente ome valore l'integrale di dQ preso lungo la urva
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desritta dal punto rappresentativo. Il valore di questo integrale dipende quindi solo dai valori delle variabili

agli estremi, e, di onseguenza, dQ è un di�erenziale esatto.

Così l'ipotesi della onservazione del alorio torna ad ammettere he dQ è un di�erenziale esatto. La

nota he abbiamo fatto al paragrafo 25 basta per onvineri he questa ipotesi non si impone in alun modo;

vedremo d'altronde poi he essa è falsa. Ma gli antihi �sii, redendo all'esistenza materiale del alorio, erano

portati ad ammetterlo e nessuno nell'ultimo seolo lo metteva in dubbio.

29. L'attrito libera alore.

Ma queste onsiderazioni teorihe non erano neessarie per far dubitare dell'esattezza dell'ipotesi dell'indis-

truttibilità del alorio; l'osservazione attenta dei fatti noti alla �ne del XVIII seolo poteva bastare.

L'attrito libera alore. La prova si trova ostantemente sotto gli ohi. Inoltre, la elebre esperienza di

Rumford alla fonderia dei annoni di Monao ne era una dimostrazione perentoria.

Ma, invee di vedere in questo fenomeno una trasformazione del lavoro meanio in alore, i �sii ne

erarono una spiegazione onforme alle loro idee. Essi ammisero he il alore spei�o dei truioli di bronzo

he si staavano dal annone durante l'operazione di foratura era inferiore a quello del bronzo ompatto he

ostituiva i annoni stessi. Da iò, dievano, la messa in libertà di una erta quantità di alorio.

Essendo l'attrito sempre aompagnato dall'usura dei orpi a ontatto, la spiegazione preedente si estendeva

a tutti i asi.

L'innalzamento della temperatura he deriva dalla ompressione dei gas si spiegava in modo analogo: la

apaità alori�a di una massa gassosa era supposta diminuire assieme al volume.

30. Tuttavia Rumford non si era limitato a mostrare he l'attrito libera alore. Aveva, inoltre, misurato il

alore spei�o del bronzo dei annoni e quello della limatura proveniente dalla loro foratura; aveva trovato lo

stesso valore. Questo risultato rovesiava la spiegazione he abbiamo riordato.

Un'altra esperienza dovuta a Davy aveva la stessa onseguenza. Davy aveva onstatato he, se si sfregano

uno ontro l'altro dei pezzi di ghiaio, essi fondono. Essendo il alore spei�o dell'aqua superiore a quello

del ghiaio, si poteva attribuire la produzione del alore neessario alla fusione del ghiaio ad una di�erenza

tra i alori spei�i del orpo sfregato e del orpo derivante dallo sfregamento.

Ma le esperienze di Rumford e di Davy passarono inosservate e la fede dei �sii nel prinipio di onservazione

del alorio non ne fu a�atto ompromessa.

Aggiungiamo d'altronde he l'esperienza di Rumford non è onlusiva ome sembrerebbe di primo ahito.

Infatti, se Q e Q′
sono le quantità di alorio rispettivamente ontenute nel bronzo ompatto e nella limatura,

basta per la spiegazione del risultato dell'esperienza he si abbia Q > Q′
. Trovando lo stesso valore per i alori

spei�i di questi orpi, Rumford ha solamente dimostrato he per le temperature ordinarie

dQ
dT

= dQ′

dT
, e iò

non dimostra l'inesattezza della diseguaglianza preedente, ma basta per rendere inverosimile la spiegazione dei

�sii del passato.



CAPITOLO 3

I LAVORI DI SADI CARNOT

31. I primi lavori di Sadi Carnot.

Tale era lo stato del problema quando Sadi Carnot intraprese rierhe per rendersi onto della produzione

di lavoro dal alore liberato dalla ombustione del arbone nelle mahine a vapore, mahine he iniziavano ad

essere impiegate nell'industria. I suoi primi lavori, pubbliati nel 1824 in una Memoria intitolata: Ri�essioni

sulla potenza motrie del fuoo e sui mezzi idonei a svilupparla, portano l'impronta delle idee dell'epoa: esse

si basano sul prinipio della onservazione del alorio.

Oltre questo prinipio, Carnot ammette l'impossibilità del moto perpetuo. Quest'ultima verità venne

tuttavia ontestata a proposito della pila Volta. L'usura dello zino nella pila era allora onsiderato ome

aidentale, e lo strumento era visto ome in grado di fornire inde�nitamente energia senza mai rieverne.

Così dei due prinipi adottati da Carnot: l'uno, quello della onservazione del alorio, era falso; l'altro,

quello dell'impossibilità del moto perpetuo, era esatto. Tuttavia il primo era universalmente ammesso; il seondo,

he avrebbe dovuto essere al riparo da ogni ritia, era sottoposto ad attahi signi�ativi.

L'introduzione del primo prinipio doveva neessariamente portare Carnot a risultato inesatti. Non di meno

la loro importanza storia è troppo grande perhé siano passati sotto silenzio. D'altronde lo studio dei primi

lavori di Carnot si impose da un altro punto di vista. È sui resti della teoria inesatta, he gli servirono ome

base, he si ostruì il seondo prinipio della Termodinamia: il prinipio di Carnot. È in questa duplie veste

he li esporremo.

32. Lavoro orrispondente ad un movimento del pistone.

Cerhiamo l'espressione del lavoro orrispondente ad un olpo di pistone in una mahina a vapore.

Sia v il volume di 1kg del orpo C, aqua o altra sostanza, impiegata in questa mahina per la produzione

di lavoro, e sia p la pressione di questo orpo. In verità, questa pressione non ha lo stesso valore in tutti i

punti del orpo quando il pistone si sposta: a�nhé sia osì servirebbe, teoriamente, he lo spostamento del

pistone fosse in�nitamente lento. Ammetteremo tuttavia he questa pressione sia uniforme, poihé altrimenti la

quantità p non avrebbe alun signi�ato preiso e non potremmo introdurla nel alolo. D'altra parte, questa

ipotesi non è lontana dall'essere realizzata in pratia.

Rappresentiamo geometriamente lo stato termio del orpo C. In un primo momento, sembra he la urva

rappresentativa delle trasformazioni he subise durante il funzionamento della mahina non possa essere hiusa.

Così, per esempio, l'aqua trasformata in vapore nella aldaia di una mahina a vapore di perde nel onden-

satore dopo aver agito sul pistone; essa non torna quindi al suo stato iniziale. Tuttavia, è possibile, teoriamente

almeno, ottenere una urva hiusa. Infatti, possiamo supporre he l'aqua proveniente dalla ondensazione del

vapore neessario al moto del pistone sia portata, dalla pompa di alimentazione, dal ondensatore alla aldaia

dove essa vaporizza di nuovo per agire sul pistone. In queste ondizioni, quest'aqua basta ad assiurare il

funzionamento della mahina ed essa ripassa periodiamente per gli stessi stati; in altre parole, seondo l'e-

spressione onsarata, essa ompie una serie di ili hiusi di ui ognuno orrisponde ad un olpo di pistone e he

è rappresentato da una urva hiusa. Analoghe onsiderazioni si appliheranno ad una mahina funzionante

on un'altra sostanza diversa dall'aqua. Possiamo quindi supporre he, in tutti i asi, la urva orrispondente

a un olpo di pistone è hiusa.

33. Indihiamo on Ω la super�ie del pistone e supponiamo he la massa del orpo rahiusa nel orpo

della pompa sia uguale a 1kg; il volume di questo orpo è allora v. Se il pistone si sposta di una lunghezza dl

questo volume aumenta di

dv = Ωdt

Nello stesso tempo il pistone ompie un lavoro

dτ = pΩdl = pdv

Per avere il lavoro e�ettuato durante la spinta del pistone basta prendere l'integrale di questa quantità

lungo la urva hiusa AMBN (�g. 3) he rappresenta la orrispondente trasformazione.

19
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Questo lavoro è pertanto uguale all'area delimitata da questa urva; è positivo, se il punto rappresentativo

desrive questa urva nel verso orario; è negativo, se desrive la urva nel verso antiorario.

Se, invee di ontenere 1kg di materia, il orpo della pompa ne ontiene n, la variazione di volume Ωdl
risultante da uno spostamento dl del pistone sarà il prodotto di n per la variazione dv del volume spei�o;

avremo quindi

ndv = Ωdl

e

dτ = pΩdl = npdv

Il lavoro orrispondente a uno spostamento del pistone è proporzionale alla massa del orpo ontenuta nel

orpo della pompa. Per sempli�are, supporremo generalmente he la massa del orpo he si trasforma sia

uguale all'unità.

34. Sorgente alda e sorgente fredda.

Traiamo le due adiabatihe CD ed EF tangenti in A e B alla urva AMBN . Quando il punto rapp-

resentativo desrive questa urva, inontra le adiabatihe intermedie nei versi diversi a seonda he si muove

lungo l'aro AMB o l'aro BNA. Di onseguenza, se, per uno spostamento in�nitesimo sull'aro AMB, il

alore assorbito dal orpo he si trasforma è positivo, per uno spostamento sull'aro BNA, il alore assorbito

è negativo. Il orpo assorbe pertanto alore durante la parte di ilo orrispondente al primo aro, mentre ne

ede durante la parte he orrisponde al seondo. Ora, un orpo non può assorbire alore se non da altri a

temperatura maggiore e ne può edere solo a orpi he si trovano ad una temperatura inferiore. Una mahina

termia deve quindi omprendere, oltre il orpo C he si trasforma, orpi aldi e freddi. I primi sono indiati

on il nome di sorgente alda, i seondi ostituisono la sorgente fredda.

Considereremo ognuna di queste sorgenti ome omposte da un solo orpo di massa molto grande a�nhé

sia possibile trasurare le variazioni di temperatura derivanti dalla essione o dall'apporto di alore. Indiheremo

on T1 la temperatura della sorgente alda, on T2 quella della sorgente fredda.

35. La quantità di alore assorbito dalla sorgente alda e eduto interamente alla sorgente

fredda.

Consideriamo le quantità di alore he, per la durata di una spinta del pistone, il orpo C assorbe dalla

sorgente alda e ede a quella fredda. Siano Q1 la prima quantità, Q2 la seonda. Poihé il orpo C riprende

lo stesso stato alla �ne di ogni olpo di pistone, non può immagazzinare alore. se quindi ammettiamo la

onservazione del alorio, le quantità di alore Q1 e Q2 devono essere uguali. È questa la onlusione a ui

giunse Carnot.

Noi sappiamo oggi he si ha Q1 > Q2.

Ma, se questo primo risultato dei lavori di Carnot è inesatto, altri risultati più importanti sono rimasti

validi. Prima di enuniarli e di esporre il ragionamento seguito da Carnot per ottenerli, diamo qualhe nozione

indispensabile su iò he si deve intendere per reversibilità di un ilo. Rihiamo l'attenzione su un risultato sul

quale insisteremo alla sezione 39, ioè he in natura un ilo può solo essere approssimativamente reversibile.
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36. Reversibilità del ilo di una mahina.

A�nhé il ilo desritto dal orpo C, he si trasforma in una mahina, sia reversibile, serve innanzitutto

he questo orpo possa perorrere questo ilo nel verso opposto. In genere questa ondizione è soddisfatta; nel

aso di una mahina a vapore, si può far muovere questa mahina nel senso opposto. Ma si sa he, se questa

ondizione è neessaria, non è però su�iente.

Consideriamo gli sambi di alore he si veri�ano tra il orpo C e le sorgenti quando la mahina funziona

nel senso diretto e in quello inverso.

Poihé abbiamo supposto he C assorbe alore quando il punto rappresentativo si muove lungo l'aro AMB

nel verso indiato dall'ordine delle lettere, questo orpo deve edere la stessa quantità di alore quando il punto

rappresentativo si sposta nel senso inverso BMA. D'altra parte, abbiamo visto he la temperatura T1 della

sorgente alda deve sempre essere superiore a quella del orpo C in uno qualunque dei suoi stati. Di onseguenza,

poihé un orpo non può edere alore ad un altro la ui temperatura sia più elevata, il alore eduto da C,

per la parte BMA del ilo he desrive nel funzionamento inverso della mahina, non potrà essere eduto alla

sorgente alda. Siome vi sono solo due sorgenti, questo alore è neessariamente eduto alla sorgente fredda.

Ragioni analoghe i mostrano he il orpo C assorbe alore quando desrive il ilo ANB e questo alore può

provenire solo dalla sorgente alda.

Riassumendo, nel movimento diretto della mahina, il orpoC produe un lavoro τ assorbendo una quantità

di alore Q1 dalla sorgente alda e edendo la quantità Q2 alla sorgente fredda; nel movimento inverso, il lavoro

prodotto è −τ , poihé il ilo è perorso nel senso inverso, e nello stesso tempo una quantità di alore Q1 è

eduta alla sorgente fredda mentre la quantità Q2 è assorbita dalla sorgente alda. Non vi è pertanto una

ompleta inversione negli sambi di alore; di onseguenza, in generale, il ilo di una mahina termia non è

reversibile.

37. Condizioni di reversibilità di una trasformazione elementare.

Consideriamo una trasformazione elementare del orpo C e sia MM ′
l'elemento di urva orrispondente.

Indihiamo on A la sorgente he fornise la quantità di alore assorbita dal orpo C durante tale trasformazione.

Questa trasformazione sarà reversibile se, quando il punto rappresentativo ritorna da M ′
in M , la quantità

di alore emessa da C è assorbita dal orpo A.

Questa ondizione è evidentemente realizzata se dQ è nullo, ioè se l'aroMM ′
appartiene ad una adiabatia.

Lo è pure, almeno teoriamente, in un altro aso: quando la temperatura del orpo C rimane ostantemente

uguale a quella di A, ioè quando la trasformazione di C è isoterma.

38. Cilo di Carnot.

A�nhé un ilo �nito sia reversibile, serve neessariamente he iasuno degli elementi del ilo sia re-

versibile. Da quanto detto, un ilo reversibile può pertanto essere omposto solo da parti di isoterme e

adiabatihe. Il più semplie di questi ili omprende almeno due isoterme AB e CD (�g. 4) interseate da due

adiabatihe AD e BC. Questo ilo è stato analizzato da Carnot e, per questo motivo, prende il nome di ilo

di Carnot.

Assiuriamoi he un tale ilo sia reversibile.

Quando questo ilo è perorso nel verso diretto ABCD, il lavoro τ prodotto è positivo e uguale all'area

del ilo. Quando il punto rappresentativo va da A in B, il orpo C assorbe una quantità di alore Q1 da una

sorgente he si può supporre alla temperatura T1 dell'isoterma AB; per il tratto BC, non vi è sambio di alore;

per la parte CD, il orpo C ede una quantità di alore Q2 he si può supporre assorbita da una sorgente alla

temperatura T2 di questa isoterma; in�ne, lungo l'adiabatia DA, il orpo C non assorbe né ede alore.

Desriviamo il ilo nel senso inverso ADCB. Il lavoro prodotto, sempre uguale in valore assoluto all'area

del ilo, è allora negativo; sarà −τ . Per gli sambi di alore, dobbiamo onsiderare solo le isoterme DC e

BA. Quando il punto rappresentativo desrive la prima, il orpo assorbe una quantità di alore Q2 e questo
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assorbimento può essere fatto dalla sorgente fredda poihé la sua temperatura è uguale a quella he il orpo

possiede durante questa trasformazione; si può quindi dire he, lungo l'isoterma DC, il orpo ede una quantità

di alore −Q2 alla sorgente fredda. Per ragioni analoghe, possiamo dire he, durante la trasformazione isoterma

BA, il orpo C assorbe una quantità di alore −Q1 dalla sorgente alda.

Di onseguenza, quando si inverte il senso della trasformazione, il lavoro e le quantità di alore assorbite o

edute ad ognuna delle sorgenti ambiano di segno. Il ilo è pertanto reversibile.

39. Tuttavia vi è una piola ad ammettere he una trasformazione isoterma sia reversibile. Non basta

he, a�nhé un orpo C possa assorbire alore da una sorgente A, he la temperatura di questa sia uguale a

quella del orpo C; è neessario he essa gli sia superiore. Analogamente, a�nhé C possa edere alore ad una

sorgente B è neessario he la temperatura di questa sorgente sia inferiore a quella del orpo. Di onseguenza,

se T1 e T2 sono le temperature delle due sorgenti, il orpo C non desrivere le isoterme AB e Cd orrispondenti

a queste due temperature. Il ilo di Carnot desritto da C nel perorso diretto non sarà quindi ABCD, ma

A′B′C′D′
, essendo A′B′

e C′D′
due isoterme omprese tra AB e CD. Nel perorso inverso il ilo desritto

sarà A′′B′′C′′D′′
.

Da un punto di vista rigoroso, il ilo ABCD non è pertanto reversibile. Nondimeno, può essere onsiderato

ome tale, al limite, poihé si possono supporre piole a piaere le di�erenze di temperatura tra C e le sorgenti

e, di onseguenza, far di�erire tanto poo a piaere i ili A′B′C′D′
e A′′B′′C′′D′′

dal ilo ABCD.

Se si hiamano allora τ, τ ′, τ ′′ le aree dei tre ili ABCD, A′B′C′D′
, A′′B′′C′′D′′

(ioè il lavoro om-

piuto durante questi tre ili); se si indiano on Q1, Q
′

1, Q
′′

1 la quantità di alore assorbita da C quando

desrive le isoterme AB, A′B′, A′′B′′
; Q2, Q

′

2, Q
′′

2 le quantità di alore edute da C quando desrive le isoterme

CD, C′D′, C′′D′′
, si possono piole a piaere le di�erenze

τ ′ − τ, τ ′′ − τ, Q′

1 −Q1, Q
′′

1 −Q, Q′

2 −Q2, Q
′′

2 −Q2

iò he basta per rendere rigorosi i ragionamenti seguenti.

I ili naturali sono quindi tutti irreversibili; ma se ne possono ostruire on di�erenze molto piole rispetto

ad un ilo reversibile. La di�erenza può divenire piola a piaere, ma a ondizione he il ilo sia perorso in

un modo in�nitamente lento.

40. Il oe�iente di e�ienza di un ilo di Carnot è massimo.

Si hiama rendimento o oe�iente di e�ienza di un ilo il rapporto

τ
Q1

tra la quantità di lavoro prodotta

e la quantità di alore assorbita dalla sorgente alda.

Consideriamo due mahine M e M ′
funzionanti tra gli stessi limiti di temperatura T1 e T2. Supponiamo

he il orpo C he si trasforma desrive prima un ilo di Carnot e he il orpo C′
della mahina M ′

desrive

un ilo qualsiasi. Carnot dimostra he in queste ondizioni il oe�iente di e�ienza della mahina M ′
è al

massimo uguale a quello di M . In altri termini, si deve avere

τ ′

Q′

1

≤
τ

Q1

essendo τ ′ il lavoro orrispondente al seondo ilo, e Q′

1 il alore assorbito dalla sorgente alda da C′
, quando

questo orpo desrive questo ilo.

41. Carnot giunge a questo risultato dimostrando he l'ipotesi

τ ′

Q′

1

>
τ

Q1

ondue ad ammettere la possibilità del moto perpetuo.

Eo il suo ragionamento.

Funzionando le due mahine funzionanti entro gli stessi estremi di temperatura, si può supporre he, in

entrambe, il alore assorbito provenga da una stessa sorgente alda e he il alore eduto sia assorbito da una

stessa sorgente fredda. Inoltre le due mahine possono essere aoppiate in modo he M ′
si muova nel verso

diretto e M in quello inverso. Si realizza osì una mahina termia omplessa funzionante tra due sorgenti.

Essendo reversibile il ilo della mahina M , trattandosi di un ilo di Carnot, il lavoro prodotto e le

quantità di alore sambiate on le sorgenti ambiano solo il segno quando si inverte il senso del loro movimento.

Di onseguenza, se m e m′
sono i pesi dei orpo C e C′

he entrano in gioo ad ogni olpo di pistone, il lavoro

risultante da un olpo di pistone, quando le mahine sono aoppiate. ha ome valore

m′τ ′ −mτ

Il alore assorbito dalla sorgente alda è

m′Q′

1 −mQ1

e quello eduto alla sorgente fredda

m′Q′

2 −mQ2



43. FUNZIONE DI CARNOT 23

m e m′
possono essere selti in modo he la prima di queste quantità sia nulla; basta he si abbia

m′ =
λ

Q′

1

e m =
λ

Q1

essendo λ una quantità qualsiasi.

In queste ondizioni il lavoro della mahina omplessa ha ome valore

m′τ ′ −mτ = λ

(

τ ′

Q′

1

−
τ

Q1

)

è quindi una quantità positiva, seondo l'ipotesi ammessa provvisoriamente.

Ma, se si ammette il prinipio di onservazione del alorio, non si può avere alore eduto alla sorgente

fredda quando non è stato fatto alun assorbimento dalla sorgente alda. Di onseguenza, alla �ne di un olpo

di pistone le due sorgenti sono nelle stesse ondizioni iniziali. Un lavoro positivo è ottenuto quindi senza aluna

modi�a delle sorgenti di alore. Lo stesso fatto riproduendosi ad ogni olpo di pistone, rende possibile il moto

perpetuo; e iò è assurdo.

Si sa he, sebbene questo ragionamento si basi su una nozione inesatta, la onlusione è orretta.

42. Il oe�iente di e�ienza di un ilo di Carnot non dipende dal orpo trasformato.

Il preedente teorema ha una onseguenza importante. Supponiamo he il ilo della mahina M ′
sia pure

un ilo di Carnot. Si deve allora avere, da quanto detto,

τ

Q1

≦
τ ′

Q′

1

Ma si ha osì, poihé il ilo della mahina M è un ilo di Carnot,

τ ′

Q′

1

≦
τ

Q

Bisogna quindi he si abbia

τ

Q1

=
τ ′

Q′

1

Quando due orpi C e C′
desrivono due ili di Carnot, tra gli stessi estremi di temperatura, i oe�ienti

di e�ienza dei due ili sono uguali. Il oe�iente di e�ienza di uno stesso ilo non dipende quindi dalla

natura del orpo trasformato.

Questa onseguenza ebbe una grande onseguenza pratia. Ne risultò he, per qualunque orpo impiegato,

una mahina termia possiede lo stesso rendimento quando questo orpo desrive un ilo di Carnot. Diveniva

quindi inutile erare di aumentare questo rendimento sostituendo il vapore d'aqua on un altro orpo; bastava

perfezionare le mahine a vapore d'aqua, in modo he il ilo desritto da questo vapore si avviinasse il più

possibile ad un ilo di Carnot.

Poi questa stessa onseguenza ha aquisito una uguale importanza teoria; essa è divenuta il prinipio di

Carnot.

43. Funzione di Carnot

Poihé il oe�iente di e�ienza di un ilo di Carnot non dipende dal orpo trasformato, può dipendere

solo dalle temperature T1 e T2 delle isoterme del ilo; poniamo quindi

τ

Q
= f (T1, T2)

A questa funzione f è stato assegnato il nome di funzione di Carnot. Carnot non ne ha erato il valore.

Vediamo tuttavia a quali onseguenze sarebbe stato ondotto se avesse intrapreso questa riera.
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Consideriamo tre isoterme AB, CD, EF (�g. 5) orrispondenti alle temperature T1, T2, T3 e interseate

da due adiabatihe AE, BF ; otteniamo osì tre ili di Carnot ABDC, CDEF, ABFE. Siano τ e τ ′ i lavori

ompiuti da un orpo he desrive il primo e il seondo; il lavoro orrispondente al terzo sarà τ + τ ′. Siano

anora Q1, Q2, Q3 le quantità di alore assorbite da un orpo quando il punto rappresentativo del suo stato

desrive le isoterme AB, CD, EF . Quando il orpo desrive il ilo ABDC, assorbe pertanto una quantità di

alore Q1 da una sorgente a temperatura T1 e ne ede una quantità Q2 a una sorgente a temperatura T2; di

onseguenza Q1 = Q2 se si ammette l'indistruttibilità del alorio. Per lo stesso motivo Q2 = Q3. Poniamo

Q1 = Q2 = Q3 = Q.

Abbiamo allora per i oe�ienti di e�ienza dei tre ili della �gura

τ
Q

= f (T1, T2)
τ ′

Q
= f (T2, T3)

τ+τ ′

Q
= f (T1, T3)

Ne deduiamo

f (T1, T2) = f (T1, T3)− f (T2, T3)

e, se pensiamo a T3 ome a una ostante

f (T1, T2) = f (T1)− f (T2)

La funzione di Carnot sarà quindi la di�erenza tra le due funzioni di una sola variabile dipendente una dalla

temperatura T1 della sorgente alda, l'altra dalla temperatura T2 della sorgente fredda.

44. Questa proprietà della funzione di Carnot è stata rionosiuta errata. Essa è tuttavia interessante,

poihé i mostra l'idea he Carnot poteva farsi sulla onservazione dell'energia.

Sia W l'energia osservabile di un orpo; vedremo (� 54) he

∑

Qf (T ) è la sua energia alori�a; l'energia

totale è pertanto

W +
∑

Qf (T )

Se faiamo desrivere al orpo un ilo di Carnot, W diminuise di una quantità τ e l'energia alori�a

aumenta di

Q [f (T1)− f (T2)]

Queste due quantità sono uguali poihé si ha

τ

Q
= f (T1)− f (T2)

L'energia totale non varia.

Ma, se il ilo desritto dal orpo è uno qualunque, il rapporto

τ
Q

relativo a questo ilo è al più uguale a

quello di un ilo di Carnot. Di onseguenza

τ ≦ Q [f (T1)− f (T2)]

L'energia totale deve quindi, in generale, diminuire ostantemente.

È a quest'idea he Carnot aderì; altre onsiderazioni ome le preedenti lo avevano guidato.

45. Alune appliazioni ai alori spei�i dei gas.

Nella Memoria di Carnot si trovano alune note interessanti sui alori spei�i dei gas.

Prendiamo un ilo di Carnot in�nitamente piolo ABCD (�g. 6)

Siano

p, v, T , la pressione, il volume spei�o e la temperatura del orpo he si trasforma quando il suo punto

rappresentativo si trova in A;

p+ dp, v + dv, T , i valori delle stesse quantità relative al punto B;

p− δp, v − δv, T − δT , quelle he si riferisono al punto D.
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Il lavoro ompiuto quando il orpo desrive il ilo è uguale alla super�ie di questo ilo he si può assimilare

a un parallelogramma; si ha quindi

τ = δpdv − δvdp

La quantità di alorio dQ assorbita dalla sorgente alda lungo l'isoterma AB è, dall'ipotesi di indistrut-

tibilità del alorio, un di�erenziale esatto (�28); di onseguenza

(3.0.3) dQ =
dQ

dv
dv +

dQ

dp
dp

La temperatura non varia lungo AB, e quindi abbiamo

(3.0.4) dT = 0 =
dT

dv
dv +

dT

dp
dp

L'adiabatia AD i fornise le due equazioni

(3.0.5) dQ = 0 =
dQ

dv
δv +

dQ

dp
δp

(3.0.6) δT =
dT

dv
δv +

dT

dp
δp

Moltiplihiamo l'equazione 3.0.3 per l'ultima, l'equazione 3.0.4 per la terza, e sottraiamo; otteniamo

dQδT = (δpdv − δvdp)

(

dQ

dv

dT

dp
−
dQ

dp

dT

dv

)

o

(3.0.7) dQdT = τ

(

dQ

dv

dT

dp
−
dQ

dp

dT

dv

)

Ma, dall'espressione trovata in preedenza (� 43) per la funzione di Carnot, il oe�iente di e�ienza del

ilo è

τ

dQ
= f (T )− f (T − δT )

di onseguenza

τ = dQδTf
′

(T )

Portando questo valore di τ nell'uguaglianza 3.0.7, abbiamo

(3.0.8)

dQ

dv

dT

dp
−
dQ

dp

dT

dv
=

1

f ′ (T )

Questo risultato non avrebbe oggi alun signi�ato; trasformiamolo introduendovi i alori spei�i. Dalle

de�nizioni di queste quantità (�23 e 24) otteniamo

(3.0.9)

dQ

dv
= C

dT

dv
e

(3.0.10)

dQ

dp
= c

dT

dp

La relazione 3.0.8 si può pertanto srivere

(3.0.11) (C − c)
dT

dp

dT

dv
=

1

f
′ (T )

46. Applihiamo questa formula ai gas perfetti. Per questi orpi

pv = RT

di onseguenza

dT

dp
=
v

R

dT

dv
=
p

R

e portando questi valori delle derivate parziali di T nella 3.0.11 si ottiene

(3.0.12)

C − c

R
=

1

Tf
′ (T )

= Θ (T )

La di�erenza dei alori spei�i di uno stesso gas deve quindi essere funzione della sola temperatura. Si sa

oggi he questa funzione si ridue ad una ostante.

Dalla relazione 3.0.12 otteniamo

c = C −RΘ
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e, portando questo valore di c nella 3.0.10, abbiamo

dQ

dp
= C

dT

dp
−RΘ

dT

dp

o, tenendo onto del valore preedentemente trovato per

dT
dp
,

dQ

dp
= C

dT

dp
−RΘ

v

R
= C

dT

dp
−Θv

Moltiplihiamo questa uguaglianza per dp e aggiungiamo al prodotto osì ottenuto quello tra i due membri

dell'eguaglianza 3.0.9 per dv; otteniamo

dQ

dv
dv +

dQ

dp
dp = C

dT

dv
dv + C

dT

dp
dp−Θvdp

o

(3.0.13) dQ = CdT −Θvdp

Consideriamo il prodotto

RΘdT = RΘ

(

dT

dv
dv +

dT

dp
dp

)

Se ora sostituiamo le derivate parziali di T on i loro valori, abbiamo

RΘdT = Θpdv +Θvdp

e di onseguenza, sommando on l'eguaglianza 3.0.13,

dQ+RΘdT = CdT +Θpdv

Il primo membro è un di�erenziale esatto, poihé, da una parte, dQ ne è uno seondo l'ipotesi della on-

servazione del alorio, e, dall'altra parte, RΘdT deve ugualmente esserlo poihé Θ è una funzione solo di T ;

di onseguenza il seondo membro è un di�erenziale esatto. Abbiamo quindi, prendendo T e v ome variabili

indipendenti,

dC

dv
=
dΘp

dT
o, sostituendo p on il valore ottenuto dalla relazione fondamentale,

dC

dv
=
R

v

dΘT

dT

Se integriamo rispetto a v otteniamo

C = R
dΘT

dT
log v + ϕ (T )

47. Dopo aver dimostrato questa formula, Carnot aggiunse he le esperienze sembrano provare he C è

indipendente dalla temperatura. Considerando queste esperienze ome poo probanti non erò le onseguenze

del loro risultato. Avrebbe potuto tuttavia dedurne il valore della funzione f (T1, T2).
In e�etti, se C è ostante, la funzione ϕ (T ) introdotta dall'integrazione deve ridursi ad una ostante e,

inoltre, si deve avere

dΘT

dT
= B

essendo B una ostante. Risulta

ΘT = B (T − T0)

e, se lo si riferise all'espressione he abbiamo indiato on Θ,

1

f
′ (T )

= B (T − T0)

Di onseguenza

(3.0.14) f
′

(T ) =
1

B

1

T − T0
e

f (T ) =
1

B
log (T − T0)

Si ha quindi per la funzione di Carnot

f (T1, T2) = f (T1)− f (T2) =
1

B
[log (T1 − T0)− log (T2 − T0)]

o

f (T1, T2) =
1

B′
log

T1

T2
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Questa espressione della funzione, rigorosamente dedotta dai prinipi ammessi da Carnot, è inesatta. Si sa

oggi he l'espressione di questa funzione è

T1 − T2

T1
Indipendentemente dalla sua esattezza essa avrebbe portato Carnot a soprire la ostanza della di�erenza

C − c. Infatti, se nella formula 3.0.12 sostituiamo f
′

(T ) on il suo valore 3.0.14, otteniamo

C − c

R
= B

T − T0

T

uguaglianza nella quale il seondo membro si ridue alla ostante B quando si suppone T0 = 0.

48. Ultime idee di Sadi Carnot.

Nelle ultime pagine della Memoria di ui abbiamo aennato le linee prinipali, Carnot ebbe dubbi sulla

legittimità dell'ipotesi della onservazione del alorio.

Tra i motivi he lo hanno ondotto verso questo dubbio le esperienze di Rumford e di Davy sull'attrito

oupano probabilmente il primo posto. Ma ragioni di un'altra natura sembrano pure aver ontribuito a questo

mutamento di idee.

In quest'epoa la disussione tra sostenitori della teoria dell'emissione e della teoria ondulatoria della lue

era vivae e gli argomenti di questi ultimi iniziavano ad avere una portata deisiva per il suesso della teoria

he sostenevano. La lue sembrano già dover essere onsiderata ome una manifestazione del moto moleolare.

D'altra parte, esperienze reenti mostravano l'identità della lue e del alore raggiante; quest'ultima doveva

allo stesso modo avere origine da un movimento. Diveniva allora naturale onsiderare lo stato termio di un

orpo ome risultante dal moto delle sue moleole materiali e di vedere nel alore una trasformazione dei moti

e�ettivi. D'altronde questa ipotesi non era nuova; era stata introdotta due seoli prima, ma senza aluna ragione

sienti�a, da Franeso Baone, poi da Boyle, poi ripresa più tardi da Eulero. La teoria di Fresnel apportava

quindi, in realtà, solo una parziale onferma di una ipotesi già preesistente.

49. Comunque sia, qualhe tempo dopo la sua morte prematura, Carnot possedeva sul alore idee del tutto

onformi alle nostre idee attuali. Le onsegnò nelle Note manosritte he rimasero ignorate �no al 1871; la loro

lettura non lasia alun dubbio sull'importanza dei progressi he ne sarebbero derivati da una pubbliazione più

solerte.

Vi troviamo infatti:

�Il alore non è altra osa della potenza motrie, o piuttosto del moto he ha ambiato di forma. È un

movimento nelle partielle del orpo. Soprattutto dove vi è distruzione di forza motrie, vi è nello stesso tempo

produzione di alore in quantità preisamente proporzionale alla quantità della potenza motrie persa. Inversa-

mente: soprattutto dove vi è produzione di alore, vi è perdita di potenza motrie� e �si può sostenere ome tesi

generale he la potenza motrie è una quantità invariante nella natura; he essa non è mai, propriamente par-

lando, prodotta o distrutta. In verità, essa ambia di forma, ioè essa produe talvolta un genere di movimento,

talvolta un altro, ma non è mai eliminata.�

Si poteva esprimere in modo più hiaro e più preiso il prinipio della onservazione dell'energia?

Carnot assegna anhe il nome he esprime il numero di unità di alore orrispondente all'unità di potenza

motrie: la produzione di 1 unità di potenza (1000kg mossi per 1m) rihiede la distruzione di 2, 70 unità di

alore. Da questo valore si riava 370 per l'equivalente meanio del alore.

Carnot non disse ome era giunto al valore indiato per l'equivalente alorio della potenza motrie. È

tuttavia probabile he lo abbia dedotto dai alori spei�i dei gas. Se si fa il alolo prendendo per C e c i valori

ammessi all'epoa, si trova infatti il numero di Carnot. È questo stesso numero he Mayer ottenne 15 anni più

tardi on questo metodo.



CAPITOLO 4

IL PRINCIPIO DI EQUIVALENZA

50. Le ipotesi moleolari.

Se è presumibile he la teoria delle ondulazioni in Ottia non sia estranea all'evoluzione delle idee di Carnot

sul alore, gli ammirevoli lavori di Fisia matematia intrapresi in questo periodo da Laplae, Cauhy, Lamé,

Poisson, Fourier sembrano aver eseritato la stessa in�uenza sui ontemporanei e suessori di Carnot.

In questi lavori i orpi sono onsiderati ome ostituiti di moleole materiali he agisono le une sulle altre

lungo le rette he le unisono a due a due, e seondo una legge dipendente solo dalla distanza; inoltre l'azione

è uguale alla reazione; in una parola, le forze moleolari sono supposte entrali.

Senza disutere qui la legittimità di questa ipotesi, mostreremo he essa porta al prinipio di equivalenza.

Qui sta ertamente la spiegazione della soperta simultanea di questo prinipio da parte di Mayer, Joule e

Colding.

Energia interna di un sistema isolato.

Consideriamo un sistema di orpi materiali isolati. Due tipi di forze agisono su questo sistema: le forze

visibili si eseritano a distanza, e le forze moleolari si eseritano tra moleole a distanze molto piole. Le une

e le altre sono supposte entrali e ammetteranno una funzione delle forze e, di onseguenza, ome l'abbiamo

dimostrato (� 7), vi è una onservazione dell'energia in questo sistema. Siano −V la funzione delle forze dovute

alle forze he si eseritano a distanza visibile, −V1 quella he è dovuta alle forze moleolari, he non sono

osservabili se non a distanze in�nitamente piole. L'energia potenziale totale sarà V + V1.

Un teorema assai noto della Meania i insegna he la forza viva di un orpo è uguale alla somma della

forza viva di traslazione (ioè della forza viva he si avrebbe se tutta la sua massa fosse onentrata nel suo

entro di gravità) e della forza viva dovuta al movimento relativo del orpo rispetto al suo entro di gravità.

Somponiamo allora il nostro orpo in elementi di volume molto pioli in modo assoluto, ma ontenente un

gran numero di moleole. Siano ω la semi forza viva di traslazione di uno di questi elementi, ω1 la semi forza

viva dovuta al suo moto relativo rispetto al suo entro di gravità. Siano

W =
∑

ω W1 =
∑

ω1

le sommatorie estese a tutti gli elementi; la semi forza viva totale saràW +W1, e il prinipio della onservazione

dell'energia darà

W +W1 + V + V1 = cost

o, indiando on U la somma V + W1 + V1 delle due forme di energia moleolare e dell'energia potenziale

osservabile,

W + U = cost

La quantità U è detta l'energia interna del sistema; essa dipende neessariamente dalle posizioni relative

delle moleole del orpo e dalle loro veloità.

Nella maggior parte delle appliazioni, V è trasurabile, iò permette di srivere

U = V1 +W1

La quantità U è aessibile all'esperienza, ome si vedrà più hiaramente in seguito; ma non abbiamo alun

mezzo, anhe ammettendo la legittimità dell'ipotesi delle forze entrali dalla quale deduiamo le onseguenze,

di alolare separatamente V1 e W1.

52 Natura delle forze di attrito.

Si avrà in generale he nel sistema onsiderato si eseriteranno forze di attrito. Queste forze dipendenti dalle

veloità dei loro punti di appliazione non ammettono funzioni delle forze. Ma, nell'ipotesi he qui esaminiamo,

queste forze di attrito sarebbero forze apparenti, e le forze reali he produrrebbero gli e�etti he noi le attribuiamo

sarebbero forze moleolari entrali. Queste forze reali non dipenderebbero quindi dalle veloità delle moleole,

ma solo dalle loro posizioni, e ammetterebbero una funzione delle forze.

28
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53. Estensione del prinipio della onservazione dell'energia.

Nell'ipotesi he qui esaminiamo, il alore sarebbe la manifestazione dei moti moleolari; la temperatura di

un orpo (e lo stesso varrebbe per tutte le variabili he de�nisono il suo stato termio) sarebbe una funzione

he dipende solamente dalle posizioni delle sue diverse moleole e dalle loro veloità.

Generalizzando questa ipotesi, potremmo supporre he l'intero stato �sio di un orpo, ome anhe il suo

stato di elettrizzazione, risulti dalla natura dei moti moleolari. Allora lo stato �sio dei orpi del sistema può

variare senza he essi di valere la onservazione dell'energia.

Così i prinipi generali della Meania portano alla dimostrazione del prinipio della onservazione dell'en-

ergia quando si ammette he le forze di attrito e lo stato �sio di un orpo risultino dalle azioni moleolari, e

he tali azioni siano entrali.

Se quindi un sistema qualunque è sottoposto a sole azioni esterne, si avrà, ome mostrato in preedenza,

U +W = cost

Se questo sistema è soggetto all'azione delle forze esterne e dτ rappresenta il lavoro di queste forze durante

una trasformazione in�nitamente piola del sistema, si avrà (vedere � 8):

dτ = dU + dW

54. Equivalenza tra lavoro e alore.

Applihiamo questo prinipio, osì esteso, a un sistema di orpi he desrivono un ilo, dove si fa variare

non solo la loro posizione e le loro veloità, ma il loro stato termio, ma di ui uno solo, un alorimetro, può,

quando il ilo è interamente perorso, aver ambiato lo stato termio. Faendo subire a questo sistema una

serie qualsiasi di trasformazioni durante le quali i orpi non possono né edere né assorbire alore dall'esterno

del sistema, ma possono sia sambiare alore tra loro, sia produrre o assorbire lavoro; inoltre, supponiamo he

alla �ne di questa serie di trasformazioni i orpi riprendano il loro stato termio, le loro posizioni e le loro

veloità iniziali, ad eezione del alorimetro he riprenderà la sua posizione e la sue veloità iniziale, ma la ui

temperatura potrà essere ambiata. In queste ondizioni, la variazione dell'energia totale del sistema si ridue

alla variazione ∆U dell'energia interna del alorimetro, ed essa è uguale al lavoro τ prodotto dalle forze esterne;

abbiamo quindi

∆U = τ

Supponiamo he lo stato termio del alorimetro dipenda solo dalla temperatura; è iò he si otterrà, per

esempio, se il alorimetro si ridue a una erta massa d'aqua a pressione ostante.

L'energia interna U del alorimetro è una funzione della sua temperatura θ; inoltre, essa è evidentemente

proporzionale alla massa del orpo alorimetrio; sia n questa massa espressa in hilogrammi; possiamo porre

U = nf (θ)

Se dθ rappresenta l'innalzamento della temperatura del alorimetro risultante dalle trasformazioni del

sistema, abbiamo

∆U = nf
′

(θ) dθ

Ma, se supponiamo he il orpo alorimetrio è l'aqua, ndθ rappresenta la quantità di alore Q neessaria

per questo innalzamento di temperatura, ioè la quantità di alore assorbita dal alorimetro. Sostituendo ndθ

on Q, avremo

∆U = f
′

(θ)Q

e di onseguenza

τ = f
′

(θ)Q

Se poniamoQ = 1, otteniamo τ = f
′

(θ). Questa derivata f
′

(θ) è quindi la quantità di lavoro orrispondente
allo sviluppo di una quantità di alore di 1cal nel sistema onsiderato; si hiama l'equivalente meanio del alore

e lo si india on E.

55. Faiamo osservare he la funzione f
′

(θ) non dipende per nulla dal modo in ui il sistema si trasforma,

né dalla natura delle sue trasformazioni poihé esse sono supposte qualsiasi. Inoltre, la quantità di alore Q he

interviene nell'uguaglianza preedente avrà lo stesso valore se prendiamo per orpo alorimetrio un altro orpo

diverso dall'aqua, oppure aqua ad una temperatura diversa, poihé abbiamo visto (� 18) he la misura delle

quantità di alore non dipende dalla natura del orpo alorimetrio; di onseguenza, il quoziente f
′

(θ) = τ
Q
non

può dipendere da questo orpo. In una parola, f
′

(θ) o E è una ostante assoluta.

Questa invariabilità di E ostituise preisamente il prinipio di equivalenza; è quindi dimostrato, sotto

le stesse ondizioni del prinipio di onservazione dell'energia da ui l'abbiamo dedotto. Si pensa he a metà

di questo seolo, nel quale era generalmente ammessa l'ipotesi delle forze entrali, parehi sienziati abbiano

potuto essere simultaneamente portati ad ammettere questo prinipio e a erarne la veri�a sperimentale.
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58. Determinazione sperimentale dell'equivalente meanio del alore.

Le esperienze e�ettuate allo sopo di determinare il valore dell'equivalente meanio del alore sono

numerose e diversi�ate; riorderemo solo le basi di alune di esse

1

.

Esperienza di Joule. Le prime furono intraprese da Joule nel 1843, mediante numerosi dispositivi.

In uno di essi l'aumento della temperatura del alorimetro deriva dall'attrito dell'aqua in esso ontenuta

on se stessa e sulle palette di ottone sostenute da un asse vertiale dotato di un moto rotatorio. Questo

movimento è ottenuto tramite la aduta di un peso. Consideriamo il sistema formato dal alorimetro e dalle

palette. Questo sistema rieve dall'esterno un lavoro τ uguale a quello della gravità sul peso in aduta, meno il

lavoro impiegato ad aumentare la forza viva di questo peso e di quella he è assorbita dall'attrito delle pulegge

di trasmissione e dall'attrito dell'asse he porta le palette sul supporto he le mantiene. La valutazione del

lavoro trasformato in forza viva si fa failmente misurando la veloità di aduta del peso, aduta he diviene

abbastanza presto uniforme; questo lavoro è solo una frazione molto piola di quello he è trasformato in

alore e l'inertezza he si può avere nella sua valutazione non toglie nulla alla preisione del metodo. Il lavoro

assorbito dagli attriti delle arruole è molto più importante e nello stesso tempo la sua valutazione molto più

omplessa; non si può ontare su una approssimazione maggiore di

1

100
nella misura del lavoro τ trasformato in

alore. La quantità Q di alore assorbito dal alorimetro, può essere valutata a ira

1

400
. Il valore trovato da

Joule in queste ondizioni è 424, 9 hilogrammetri.

Sostituendo l'aqua del alorimetro on merurio, Joule ha ottenuto 425 hilogrammetri.

In altre esperienze, eseguite nello stesso periodo, lo sviluppo del alore risultava dall'attrito di due pezzi di

ghisa a trono di ono posti uno sull'altro. Il lavoro orrispondente era valutato ome in preedenza. Il valore

trovato di�erise poo dai preedenti.

57. Nuove esperienze di Joule.

Nel 1878, Joule intraprese nuove determinazioni. Come nella prima he abbiamo rihiamato, il alore risulta

dall'attrito dell'aqua on se stessa e sulle palette di ottone; il modo per produrre e valutare il lavoro trasformato

in alore è diverso.

Questo lavoro è fornito dall'operatore, he fa ruotare le palette agendo su una manovella. La sua valutazione

di ottiene on il seguente dispositivo: il alorimetro è sostenuto da un galleggiante he gli permette di ruotare

attorno al suo asse; può osì aquisire un moto rotatorio sotto l'in�uenza del moto dell'aqua he ontiene;

due avi tenuti da peso e avvolgentesi in senso inverso in una sanalatura savata nella parte superiore del

alorimetro si oppongono a questa rotazione.

Consideriamo il sistema formato dal alorimetro, dalle funi he lo sostengono, dalle palette e dalla parte

dell'asse he si immerge nel alorimetro. Possiamo astrarre dall'apparehio motore e guardare al movimento

dell'asse ome risultante dall'azione di una oppia. È il lavoro di questa oppia he rappresenta he rappresenta

il lavoro τ fornito al sistema dalle forze esterne.

Supponiamo la he sia raggiunta la veloità di regime. Allora la derivata rispetto al tempo della somma

dei momenti delle quantità di moto alolata rispetto allo stesso asse è nullo. Abbiamo quindi, hiamando µ

la oppia he fa ruotare l'asse, P e P ′
le tensioni delle orde he mantengono il alorimetro, e r il raggio della

sanalatura sulla quale sono avvolte le orde,

µ = (P + P ′) r

e di onseguenza

2πnµ = 2πnr (P + P ′)

Ora il primo valore di questa uguaglianza rappresenta il lavoro della oppia di rotazione, ioè il lavoro τ

fornito al sistema. La sua valutazione deriva quindi dalla misura del numero di giri ompiuti dall'asse, valore

he è dato da un ontatore, a quella del raggio della sanalatura e a quella dei pesi he tendono le orde; essa

può quindi essere fatta on una preisione maggiore delle esperienze preedenti. Joule ha anora ottenuto, ome

media tra inque serie di esperienze, 425 hilogrammetri per l'equivalente meanio del alore.

58. Esperienza di Rowland.

A ausa della piola quantità di lavoro fornito nell'unità di tempo, serviva, nelle preedenti esperienze, un

tempo molto lungo per ottenere un innalzamento osservabile della temperatura del alorimetro. È una somoda

ondizione per l'esattezza della orrezione relativa al ra�reddamento. D'altra parte, questo innalzamento era

misurato da un termometro a merurio non onfrontato on il termometro ad aria oggi selto per la de�nizione

delle temperature. In�ne la disposizione delle alette non onsentire di lasiare ostantemente il termometro nel

alorimetro e le letture delle temperature si eseguivano solo all'inizio e alla �ne di ogni esperienza.

M. Rowland ha mostrato he, se si riferisono le indiazioni del termometro di Joule a quelle del termometro

ad aria, il valore trovato da questo �sio per l'equivalente meanio del alore deve essere un poo aumentato.

1

Per la parte sperimentale, onsultare: LIPPMANN, Cours de Thermodynamique pubbliato alla Sorbone, e i Trattati lassii.
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Nel 1879, M. Rowland iniziò nuove esperienze allo sopo di porre rimedio agli altri difetti he abbiamo

segnalato nel dispositivo di Joule e di ottenere in tal modo una determinazione più esatta di E.

Il lavoro trasformato in alore è fornito da un piolo motore a petrolio he muove l'asse portante delle

palette.

Questo asse penetra nel alorimetro dal fondo, e la sua parte superiore, immersa in questo alorimetro, si

allarga a ono inavato.

In questo ono si pone un termometro he può in tal aso rimanere in questa posizione per tutta la durata

dell'esperienza. Con una opportuna urvatura delle alette, l'aqua è ontinuamente spinta in questo ono, di

modo he il termometro india la temperatura media del alorimetro. Come nelle ultime esperienze di Joule,

il alorimetro può assumere un moto attorno al suo asse a ausa del moto dell'aqua; un freno di Prony si

oppone a questa rotazione. La valutazione del lavoro fornito al sistema omposto dal alorimetro, dal freno he

lo mantiene e dalla parte di asse he è immersa nel alorimetro avviene quindi esattamente ome in preedenza;

è faile vedere he è dato dal prodotto

2πnaP

essendo n il numero di giri e�ettuati dall'asse per un tempo stabilito, a la lunghezza della leva del freno alla ui

estremità è appliata la forza P .

Ad intervalli di tempo ravviinati, si annotava n e l'innalzamento della temperatura; se ne dedueva il lavoro

τ fornito in questo intervallo e la quantità di alore orrispondente assorbito dal alorimetro; il rapporto tra

queste due quantità dava E. Si poteva osì fare un gran numero di misure suessive senza fermare l'apparehio.

La media di queste misure è di 428 hilogrammetri.

59. Invariabilità di E.

Le esperienze he illustreremo sono quelle he danno E on la maggiore preisione. Ma molte altre determi-

nazioni di questa quantità, sebbene meno esatte, hanno una grande importanza poihé mostrano he il valore

di E non dipende dalla serie delle trasformazioni per le quali passa il sistema. Citiamone alune.

In una delle sue prime esperienze, Joule prese un orpo di pompa pieno d'aqua e hiuso nella sua parte

superiore da un pistone, di materiale poroso, he si poteva far sendere ariandolo on un peso. L'aqua

passando attraverso i pori del pistone si saldava. Il lavoro speso per produrre questo risaldamento era dato

dal lavoro della gravità sul peso. Joule trovò 424, 6.
Hirn riprese questo metodo in una forma un poo diversa. L'aqua passa sotto pressione da un reipiente

in un seondo attraverso un tubo apillare. Ottenne 433.
Le esperienze nelle quali Hirn valutò la quantità di alore risultante dalla aduta di un peso mediante

l'innalzamento della temperatura subito da una massa di piombo shiaiata da questo peso gli fornirono il

valore 425, identio a quello ottenuto da Joule nelle sue migliori esperienze. Tuttavia in queste esperienze,

oltre al alorimetro, uno dei orpi del sistema, il piombo, non ritornava al suo stato iniziale a ausa della

sua deformazione. Le ondizioni ammesse nella dimostrazione (� 54) dell'invariabilità di E non sono quindi

realizzate nel aso in questione. Così queste esperienze di Hirn si devono onsiderare sia ome una veri�a

del prinipio di equivalenza sia ome una prova della esiguità della variazione dell'energia interna del piombo

quando si omprime. Con un altro metallo il risultato sarebbe stato ertamente molto diverso.

Riordiamo in�ne le esperienze fatte nel 1870 da M. Violle. Un diso di rame ruotante tra i poli di una

potente elettroalamita si salda in onseguenza delle orrenti di induzione he si formano. La quantità di alore

sviluppato si ottiene tramite un alorimetro nel quale il diso è immerso; la quantità di lavoro fornito è valutata

dalla aduta di un peso he fa muovere il diso. M. Violle ha ottenuto in tal modo 435.
I valori 424, 6, 433, 425, 435 forniti da queste diverse esperienze di�erisono tra loro di ira

1

50
. Siome

questa frazione è ertamente minore dell'approssimazione stabilita, si possono onsiderare questi risultati ome

una buona veri�a dell'invariabilità del valore E,

60. Il prinipio di equivalenza onsiderato ome prinipio sperimentale.

Il ammino he abbiamo seguito nell'esporre il prinipio di equivalenza è onforme allo sviluppo storio della

teoria termodinamia; ma non i soddisferebbe al giorno d'oggi, poihé esso presenta il grave inonveniente di

basare la dimostrazione di questo prinipio sull'ipotesi he le forze moleolari sono entrali. Nulla però i

prova he questa ipotesi sia esatta, poihé non possiamo ontrollarne l'esattezza se non tramite l'esattezza delle

onseguenze riavate he, forse, potrebbero derivare pure da un'ipotesi del tutto diversa sulla natura delle forze

moleolari. Così è preferibile abbandonare il perorso storio e onsiderare le esperienze preedenti, non ome

una veri�a di un prinipio dimostrato, ma, al ontrario, ome la dimostrazione sperimentale del prinipio di

equivalenza. Questo modo di onsiderare questo prinipio, oggi generalmente adottato, presenta il vantaggio di

non fare aluna ipotesi sulla ostituzione moleolare dei orpi.

Considereremo quindi ome dimostrata dall'esperienza la seguente proposizione:
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Se un sistema di orpi dopo aver desritto un ilo di trasformazioni ritorno al suo stato iniziale, il lavoro

fornito al sistema dalle forze esterne è uguale al prodotto della quantità di alore eduta dal sistema per un

oe�iente ostante, E.

Se quindi dτ è il lavoro delle forze esterne durante una trasformazione in�nitamente piola e se dQ è la

quantità di alore assorbita dal sistema, l'integrale

ˆ

(dτ + EdQ) = 0

quando il sistema desrive un ilo hiuso.

Quindi

dτ + EdQ

è un di�erenziale esatto.

Se indihiamo on W la semi-forza viva del sistema potremo pertanto porre

dW + dU = dτ + Edq

essendo U una erta funzione he hiameremo energia interna del sistema.

Abbiamo detto in preedenza, alla � 18, he la quantità di alore misurata era indipendente dal orpo

alorimetrio. Questo fatto sperimentale non è he un aso partiolare del prinipio di equivalenza; e in e�etti,

se non fosse veri�ato, la misura dell'equivalente meanio del alore dipenderebbe dal orpo alorimetrio

impiegato; questo equivalente non potrebbe essere quindi ostante.

61. Osservazione. Se si suppone he le veloità dei orpi riprendano i loro valori iniziali alla �ne della

trasformazione, o se le veloità sono trasurabili, ome suederà più sovente, la relazione preedente diventa

dU = dτ + EdQ

In questa relazione e in tutte quelle he abbiamo qui sritto, l'energia interna si suppone essere espressa per

mezzo dell'unità di lavoro, il hilogrammetro. Spesso, questa forma di energia è espressa in alorie; in questo

aso il suo valore è uguale al quoziente del suo valore in hilogrammetri per l'equivalente meanio del alore.

Se indihiamo anora on U la sua espressione in alorie, bisognerà quindi, nelle formule preedenti, sostituire

U on EU ; abbiamo allora per l'ultima di tali formule

EdU = dτ + EdQ

o, indiando on A l'inverso dell'equivalente meanio del alore,

dU = dQ +Adτ

62. Nuovi metodi di veri�a del prinipio di equivalenza.

La onsiderazione di un sistema non isolato dal punto di vista termio i fornise due nuovi modi di veri�a

del prinipio di equivalenza.

Se supponiamo he tutti i orpi del sistemi ritornino, al termine della trasformazione, al loro stato �sio

iniziale, dU è nullo, e la relazione preedente diviene

dQ +Adτ = 0

e di onseguenza

E = −
τ

Q

In tal modo l'equivalente meanio del alore è uguale al quoziente, ambiato di segno, del lavoro fornito

al sistema dalla quantità di alore ugualmente fornita al sistema; la misura di queste due quantità permetterà

quindi di alolare E e, di onseguenza, di veri�are se il valore osì trovato onorda on quello ottenuto nelle

esperienze prima riordate.

Un altro modo di veri�a onsiste nel alolare E mostrando he la quantità

dU = dQ +Adτ

è un di�erenziale esatto. Bisogna anora valutare la quantità di alore e la quantità di lavoro forniti al sistema

durante una trasformazione elementare, ma i orpi del sistema non sono più ostretti a riprendere il loro stato

termio iniziale.

L'appliazione di questa forma di veri�a del prinipio di equivalenza a un sistema di un solo orpo, un gas,

sarà l'argomento del prossimo Capitolo.
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63. Esperienze di Hirn sulle mahine a vapore.

Tra le esperienze he si riferisono al primo modo di veri�a, riordiamo quelle di Hirn sulle mahine a

vapore.

Siano Q il alore assorbito dalla aldaia dall'aqua he si trasforma; τ , il lavoro prodotto da questa aqua

agendo sul pistone; q, il alore eduto al ondensatore, ed R, quello perso per irraggiamento.

La quantità di alore fornita all'aqua durante le trasformazioni he si ompone è quindi

Q− q −R

il lavoro he gli è fornito è −τ . Se pertanto supponiamo he l'aqua ritorni al suo stato iniziale, dobbiamo avere

E =
τ

Q− q −R

La onosenza di quattro quantità è quindi neessaria per il alolo di E. Il valore di τ si dedue dalla

super�ie ABCDE (�g. 7) del diagramma di un indiatore di Watt

2

, e del numero di olpi di pistone per la

durata dell'esperienza. Il valore di Q è alolato dalla formula di Regnault per il alore latente di vaporizzazione

dell'aqua:

Q = p (606, 5 + 0, 305T − t)

dove p è il peso dell'aqua vaporizzata durante l'esperimento; T , la temperatura della aldaia, e t, quella

dell'aqua di alimentazione. Il peso p è ottenuto misurando il peso dell'aqua p′ fornita al ondensatore e il peso

he ne fuoriese; quest'ultimo essendo p+ p′, è tale per ui la sottrazione dei due pesi dà p.

La misura delle temperature t e t′ dell'aqua fornita al ondensatore e dell'aqua he ne è espulsa permette

di alolare q dalla formula

q = p′
(

t
′′

− t
′

)

la quale die he la quantità di alore eduta q è impiegata per innalzare da t
′

a t
′′

il peso di aqua introdotta

p
′

. Quanto a R, poihé non vi è alun modo per valutarne il valore, lo si trasura.

A ausa di questa approssimazione i valori trovati per E sono neessariamente troppo pioli. Nelle due

serie di esperienze, Hirn ha ottenuto 413 e 420, 4. La di�erenza on i risultati delle migliori misure è nella

direzione prevista. La veri�a si può quindi ritenere buona.

2

L'indiatore di Watt si ompone di un ilindro in omuniazione on il orpo pompa della mahina e nel quale si muove un

pistone K spinta nella sua parte superiore da un meanismo a molla. Poihé la deformazione di questa molla è proporzionale allo

sforzo eseritato sul pistone, il suo spostamento K (�g. 8) sarà proporzionale alla pressione del vapore nel orpo della pompa della

mahina. Il movimento del pistone è trasmessa dalla biella QS a un sistema formato da due bilanieri AB e CD mobili attorno

ai punti A e C e onnesso dalla biella rigida BD. Il entro di questa biella, dove si trova una matita, desrive una urva a lunga

in�essione, quasi una retta vertiale, e gli spostamenti di questo punto sono proporzionali agli spostamenti del pistone K.

La matita riprodue il suo moto vertiale su un foglio di arta arrotolata sul ilindro al quale, per mezzo di pulegge e inghie,

omunia un moto rotatorio alternato la ui veloità angolare è proporzionale alla veloità lineare del pistone della mahina.

Srotolando il foglio di arta si ottiene un diagramma ome ABCD (�g. 7) le ui ordinate sono proporzionali alla pressione p

del vapore he agise sul pistone e le ui asisse sono proporzionali allo spostamento di questo pistone, ioè al volume v oupato

dal vapore. L'area ABCDE è quindi proporzionale all'integrale

´

pdv, ioè al lavoro del vapore durante un olpo di pistone.

La onosenza del oe�iente di proporzionalità, he si dedue dalle dimensioni dei diversi organi di trasmissione del movimento

dell'indiatore, permette pertanto di alolare questo lavoro; è questo il osiddetto lavoro stabilito.
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Sottolineiamo he i aloli preedenti suppongono he l'aqua ritorni al suo stato iniziale al termine del-

l'esperienza; bisognerebbe quindi he la temperatura t
′′

dell'aqua in usita dal ondensatore sia uguale alla

temperatura t dell'aqua di alimentazione della aldaia. Pratiamente risulterà molto di�ile mantenere ad una

temperatura data in preedenza l'aqua in usita dal ondensatore. Ma non è neessario soddisfare a questa

ondizione; basta non tener onto in Q del alore assorbito o eduto alla aldaia dall'aqua di alimentazione

per far passare la sua temperatura da t a t
′′

. È quindi ome se si supponesse l'aqua di alimentazione presa al

ondensatore e il ilo desritto da quest'aqua è proprio un ilo hiuso. Basterà quindi sostituire, nella formula

he dà Q, t on t
′′

. Hirn non ha fatto questa orrezione; d'altra parte essa è senza importanza sul risultato delle

esperienze, in quanto l'errore proveniente dal trasurare R è molto più grande di quello he risulterebbe dalla

dimentianza di questa orrezione.



CAPITOLO 5

VERIFICA DEL PRINCIPIO DI EQUIVALENZA TRAMITE I GAS

64. Espressione del lavoro esterno prodotto da un �uido.

Abbiamo mostrato (� 33) on un ragionamento molto semplie he il lavoro esterno ompiuto da un �uido

he si espande in orpo pompa è uguale a pdv. Diamone una dimostrazione he non suppone il �uido rahiuso

in un orpo pompa.

Sia p la pressione, supposta uniforme, del orpo onsiderato; la pressione esterna he si eserita sulla

super�ie di questo orpo deve essergli uguale, poihé altrimenti non vi sarebbe equilibrio. Valutiamo il lavoro

di queste forze esterne, lavoro he è uguale e di segno ontrario al lavoro esterno ompiuto dal orpo, in virtù

del prinipio dell'uguaglianza dell'azione e della reazione.

Prendiamo un elemento dω della super�ie del orpo, indihiamo on α, β, γ i oseni direttori del segmento

della normale a questo elemento esterno al orpo, e on ξ, η, ζ, le omponenti dello spostamento dell'elemento.

Il lavoro della forza esterna he agise su questo elemento sarà

−pdω (αξ + βη + γζ)

Per l'intera super�ie, si otterrà

−p
ˆ

(αξ + βη + γζ) dω

Si sa he, indiando per un momento on dτ un elemento di volume,

ˆ

αξdω =

ˆ

dξ

dx
dτ

di onseguenza l'espressione preedente del lavoro si può srivere

−p
ˆ
(

dξ

dx
+
dη

dy
+
dζ

dz

)

dτ

È faile dimostrare, e lo vedremo in seguito (� 74), he la quantità tra parentesi è la variazione del volume

rispetto all'unità, ioè

dv
v
; di onseguenza il lavoro delle forze esterne ha ome espressione

−p
ˆ

dv

v
dτ = −p

dv

v

ˆ

dτ

L'integrale rappresenta il volume totale del orpo onsiderato; il suo rapporto on il volume spei�ato è

quindi la massa M del orpo; ne risulta, per l'espressione del lavoro, −Mpdv. Di onseguenza il lavoro esterno

di un �uido rispetto all'unità di massa è

dτ = pdv

65. Determinazione di E per mezzo del alore spei�o dei gas.

Consideriamo un gas posto in un orpo pompa hiuso da un pistone. La quantità di alore assorbita

dall'unità di peso del orpo in una trasformazione qualunque è (� 25)

dQ = C
dT

dv
dv + c

dT

dp
dp

e il lavoro esterno prodotto dal gas ha ome valore pdv. Abbiamo quindi

dU = dQ+Adτ =

(

C
dT

dv
−Ap

)

dv + c
dT

dp
dp

Se supponiamo he il gas onsiderato obbedise alle leggi di Mariotte e di Gay-Lussa, la relazione fonda-

mentale è

pv = RT

di onseguenza,

dT

dv
=

p

R

dT

dp
=
v

R
e

(5.0.15) dU =
(

C
p

R
−Ap

)

dv + c
v

R
dp

35
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Sapendo he questa quantità è un di�erenziale esatto, ne deriva, supponendo C e c ostanti,

C

R
−A =

c

R

da ui

(5.0.16) A =
C − c

R

Così l'equivalente meanio del alore si dedue failmente dai alori spei�i dei gas. La quantità R he

entra nella formula può essere valutata on la massima preisione on i dati reali; C è fornito dalle esperienze

di Regnault; quanto al alore spei�o a volume ostante non può essere misurato direttamente e il suo valore

si dedue da quello del rapporto

C
c
he sfortunatamente non è noto on grande preisione.

Si si fa il alolo per l'aria prendendo per C il valore di Regnault, 0, 23741, e per C
c
il valore 1, 41, si trova

426 per l'equivalente meanio; gli altri gas, azoto, ossigeno e idrogeno, danno valori di assai poo diversi.

Mayer, he era pervenuto alla formula 5.0.16 on un ragionamento diverso dal preedente

1

, riavò, per mezzo

dei dati dell'epoa, E = 367.
Abbiamo già detto he, nelle sue ultime rierhe, Sadi Carnot trovò 370 per l'equivalente meanio del

alore; la piola di�erenza tra questo valore e quello di Mayer fa supporre he Carnot l'abbia ottenuto dalla

sua formula.

66. Esperienze di Joule sull'espansione dei gas.

Ma la dimostrazione he presentiamo di questa formula suppone he i alori spei�i C e c siano ostanti.

Per C tale ipotesi è veri�ata, almeno nel aso dell'aria, dalle esperienze di Regnault; ma non è osì per c,

poihé il rapporto

C
c
he determina quest'ultima quantità non è ben onosiuto. D'altra parte, esperienze di

M. Berthelot sulle misele esplosive mostrano he c aumenta on la temperatura. Per i gas, ome l'ossigeno e

l'azoto, c rimane deisamente ostante �no a 1600°; oltre tale temperatura c dipende dalla temperatura on una

formula del tipo

c = a+ bT

dove b è un oe�iente positivo. Per il loro, c aumenta a partire da 200°; è vero he questo gas si disosta in

modo signi�ativo dalla legge di Mariotte he abbiamo supposto appliabile al gas onsiderato. L'esattezza della

formula 5.0.16 potrebbe quindi essere messa in dubbio se non fosse possibile ritrovare questa formula basandosi

su esperienze di grande preisione: le esperienze di Joule.

Due reipienti A e A′
sono immersi in un alorimetro e omuniano tramite un rubinetto R (�g. 9); in uno,

A, si omprime un gas; nell'altro si fa il vuoto. Quando i reipienti e il gas he vi è rahiuso sono in equilibrio

di temperatura on l'aqua del alorimetro, si apre il rubinetto R; la temperatura di quest'aqua non varia.

1

Mayer ragionò osì: Il alore neessario a saldare, a volume ostante, 1kg di gas è minore rispetto al aso in ui, a pressione

ostante, il gas si dilata. La di�erenza tra le due quantità di alore deve essere equivalente al lavoro prodotto dal gas durante la

dilatazione.

Ne risulta he per un innalzamento di temperatura di dT si ha

(C − c) dT = Apdv

o

C − c = Ap
dv

dT

ma la relazione fondamentale dei gas, pv = RT , dà dv
dT

= R
p
; di onseguenza

C − c = AR

Sottolineiamo he questo ragionamento torna ad appliare la formula

dU = dQ+ Adτ

del � 61 supponendo he un gas non subisa aluna variazione dell'energia interna al variare del suo volume. Le esperienze di Joule

(66) dimostrano la orrettezza di una tale ipotesi. Ma, ome fa osservare M. Bertrand (Thermodynamique, p. 66), Mayer l'aveva

già dedotta dai risultati ottenuti da Gay-Lussa nelle esperienze sulla espansione dei gas nel vuoto.
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Siano U0 e U
′

0 i valori dell'energia interna delle masse gassose ontenute in A e A
′

all'inizio dell'esperienza;

U1 e U
′

1 i loro valori al termine dell'esperienza; noi abbiamo

U1 + U
′

1 − U0 − U
′

0 = Q+Aτ

Il lavoro τ fornito dall'esterno è nullo, essendo le pareti dei reipienti, per loro natura, inestensibili; il alore

Q fornito è ugualmente nullo poihé la temperatura dell'aqua del alorimetro non varia; in�ne, si può trasurare

U
′

0, poihé si è fatto il miglior vuoto possibile in A
′

. Di onseguenza la relazione preedente si ridue a

U1 + U
′

1 = U0

Il primo membro rappresenta l'energia interna del gas, quando, al termine dell'esperienza, riempie a sua

volta i due reipienti; il seondo è l'energia interna dello stesso gas prima dell'esperienza. L'energia interna di

un gas non varia quindi quando si espande nel vuoto.

Prendiamo v e T ome variabili indipendenti per de�nire lo stato della massa gassosa inizialmente ontenuta

nel reipiente A. Nell'esperienza di Joule, v varia ma T non varia. Ne dobbiamo quindi onludere he l'energia

interna di una massa gassosa non dipende dal suo volume, ma he dipende eslusivamente dalla sua temperatura.

È la legge di Joule. Vedremo in seguito he per i gas naturali questa legge è solo avviinata.

67. Spesso si esprime questa legge diendo he il lavoro interno di un gas he si espande è nullo. Questa

louzione è inesatta; essa deriva dall'ipotesi sulla natura del alore.

Abbiamo visto (� 51) he, se si immagine il alore ome risultante dai moti moleolari e si suppongono

entrali le forze moleolari, l'appliazione del teorema della onservazione dell'energia dà la relazione

W + V +W1 + V1 = cost

e, essendo V trasurabile nella maggior parte dei asi, abbiamo hiamato energia interna del sistema la somma

W1 + V1delle energie moleolari. D'altra parte, è evidente he l'energia interna osì de�nita non deve di�erire

he per una ostante dall'energia interna de�nita per mezzo del prinipio di equivalenza. L'esperienza di Joule

he mostra he quest'ultima dipende, nel aso dei gas, solo dalla temperatura, india he W1 + V1 deve essere

funzione della sola temperatura.

Introduiamo ora una nuova ipotesi: ammettiamo he l'energia inetia moleolare W1 dipenda solo dalla

temperatura dei orpi e he l'energia potenziale moleolare V1 dipenda solo dal suo volume. Allora, a�nhé la

somma W1 + V1 sia funzione solo di T , è neessario he V1 rappresenti a meno del segno il lavoro delle forze

moleolari o lavoro interno, he è nullo per i gas.

Ma l'ipotesi preedente, he si avanza a volte impliitamente, non si basa su alun fondamento. Essa viene

infatti ad ammettere he, per tutti i orpi, l'energia interna è la somma di una funzione della temperatura e di

una funzione del volume; è evidente he è più naturale onsiderare l'energia interna ome una funzione qualsiasi

della temperatura e del volume. Si deve quindi respingere ompletamente l'enuniato sorretto della legge di

Joule, he si trova in parehi testi lassii, e attenersi a quello del paragrafo preedente.

68. Di primo ahito, l'esperienza di Joule sembra paradossale.

Quando un gas si espande in un ilindro hiuso nella sua parte superiore da un pistone, l'esperienza mostra

he il gas si ra�redda. Se al di sopra del pistone si eserita una pressione, il ra�reddamento del gas si spiega:

il alore eduto dal gas è trasformato in lavoro; se al di sopra del pistone vi è il vuoto, non si produe lavoro e

tuttavia il gas si ra�redda anora: poihé il gas fuoriese on grande veloità e il alore eduto dal gas si ritrova
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sotto forma di energia viva; al ontrario, nell'esperienza di Joule, he sembra identia alla preedente, non vi è

ra�reddamento.

In realtà, l'esperienza di Joule omprende due fasi, di ui una sola avviene nell'esperienza alla esperienza

alla quale la paragoniamo. In quest'ultima, il pistone, dapprima a riposo, aquista veloità; la perdita di energia

del gas risultante dal suo ra�reddamento si ritrova quindi sotto forma di forza viva del pistone. Nell'esperienza

di Joule, il gas, espandendosi, si ra�redda e la forza viva delle sue moleole aumenta; è la prima fase. Nella

seonda fase, l'aumento della forza viva è eliminato dall'attrito esistente tra le moleole, e la temperatura del

gas riprende il suo valore iniziale.

69. Appliazione alla determinazione di E.

Riprendiamo la formula 5.0.15,

dU =
(

C
p

R
−Ap

)

dv + c
v

R
dp

Poihé, dall'esperienza di Joule, U è una funzione ϕ (T ) della temperatura, abbiamo

dU = ϕ
′

(T ) dT dU = ϕ
′

(T )
dT

dv
+ ϕ

′

(T )
dT

dp
dp

o, sostituendo le derivate parziali di T on i loro valori ottenuti dalla relazione fondamentale dei gas,

dU = ϕ
′

(T )
p

R
dv + ϕ

′

(T )
v

R
dp

Di onseguenza, uguagliando i oe�ienti dei di�erenziali delle variabili indipendenti nelle due espressioni

preedenti di dU ,

ϕ
′

(T )
p

R
= C

p

R
−Ap

ϕ
′

(T )
v

R
= c

v

R

e, di onseguenza, eliminando ϕ
′

(T ),

A =
C − c

R

È l'espressione alla quale eravamo giunti.

70. Espansione isoterma ed espansione adiabatia di un gas.

Si possono immaginare una in�nità di espansioni diverse di un gas; onsideriamo quelle he orrispondono

a una trasformazione isoterma e ad una trasformazione adiabatia.

Per la prima abbiamo

dT =
dT

dv
dv +

dT

dp
dp =

p

R
dv +

v

R
dp = 0

o

pdv + vdp = 0

e di onseguenza, integrando,

pv = costante

he si sarebbe potuta dedurre immediatamente dalla relazione fondamentale pv = RT , poihé T è ostante. La

urva rappresentativa di una espansione isoterma è quindi una iperbole equilatera avente ome asintoti gli assi

oordinati.

L'equazione di�erenziale della urva he rappresenta una espansione adiabatia si ottiene srivendo he

dQ = C
p

R
dv + c

v

R
dp

è nullo; si ha quindi, per questa equazione,

C
dv

v
+ c

dp

p
= 0

Se ammettiamo he C e c sono ostanti, otteniamo, integrando,

C log v + c log p = costante

o

pv
C
c = costante

71. Cerhiamo in quali ondizioni si produrrà l'una o l'altra di queste espansioni.

Supponiamo il gas rahiuso in un ilindro; siano T la sua temperatura nell'istante t, e T0 la temperatura

esterna.
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La quantità di alore riferita all'unità di tempo

dQ
dt

he il gas rieve dall'esterno è a (T0 − T ), dipendendo a
dalla onduibilità aloria della sostanza he forma il ilindro; abbiamo quindi

dQ

dv

dv

dt
= a (T0 − T )

Se l'espansione è molto rapida

dv
dt

è molto grande; siome T0 − T è �nito,

dQ
dv

deve allora risultare piolo.

Di onseguenza, una brusa espansione è assai sensibilmente adiabatia.

Se, al ontrario, l'espansione è lenta,

dv
dt

è molto piola;

dQ
dv

è �nita e la di�erenza T0 − T rimane molto

piola. L'espansione isoterma avviene quando l'espansione è molto lenta.

Esperienze di Clément e Desormes. Calolo di

C
c
.

Applihiamo questi risultati all'esperienza di Clément e Desormes.

L'apparehiatura di questo �sio è omposta da una grande sfera di vetro hiusa nella sua parte superiore

da un rubinetto; si può, aspirando da un tubo laterale, diminuire la pressione dell'aria ontenuta nella sfera:

un manometro india le variazioni di pressione. Per eseguire una esperienza, si ominia rarefaendo l'aria e

si osserva l'eesso della pressione atmosferia su quella dell'aria della sfera. Si apre poi il rubinetto per un

tempo eessivamente breve; l'aria esterna si preipita all'interno della sfera e omprime l'aria già presente,

inrementandone la temperatura. Quando la temperatura riprende il suo valore iniziale, si osserva il dislivello

del liquido nel manometro.

Sia p la pressione atmosferia, e sia p − δp la pressione dell'aria nella sfera dopo la rarefazione. Quando

si apre il rubinetto, la pressione assume quasi istantaneamente il valore p; di onseguenza, la trasformazione è

adiabatia e l'aumento di pressione è δp. Se indihiamo on dv la variazione del volume spei�o he ne deriva,

abbiamo

dQ = C
p

R
δv + c

v

R
δp = 0

e per la variazione di temperatura

δT =
p

R
δv +

v

R
δp

Quando, on il rubinetto hiuso, il gas riprende a poo a poo la sua temperatura iniziale, il suo volume

non varia se si trasura la dilatazione della sfera; quindi v rimane ostante e p diminuise di dp, indiando on

p − dp la pressione �nale. Di onseguenza, se l'abbassamento di temperatura δT he avviene in questa fase

dell'esperienza è data da

δT =
v

R
dp

Tra queste due ultime equazioni, eliminiamo δT ; ne deriva

pδv + vδp = vdp

Eliminiamo δv tra questa e la prima; otteniamo

C (vdp− vδp) + cvδp = 0

da ui

C

c
=

δp

δp− dp

La misura di

C
c
è quindi molto semplie, poihé onsiste di due sole letture manometrihe. Ma nel momento

in ui si apre il rubinetto della sfera si produe, a ausa dell'elastiità dell'aria, una serie di osillazioni periodihe

he fanno alternativamente resere e diminuire la pressione dell'aria rahiusa. Non si è dunque erti he la

pressione sia p nel momento in ui si hiude il rubinetto; non vi è altro rimedio se non prendere la media di un

grande numero di esperienze.

Dalle misure di Clément et Desormes, Laplae aveva dedotto 1, 354 per il rapporto

C
c
. Le esperienze più

aurate di M. Roentgen hanno dato 1, 4053.

73. Calolo di

C
c
per mezzo della veloità del suono,

L'esperienza di Clément e Desormes non è la sola he onsente di alolare

C
c
. si può, dal valore della

veloità di propagazione del suono in un gas, dedurre il valore del rapporto dei due alori spei�i.

Siano x, y, z le oordinate di una moleola A di una massa gassosa in equilibrio. Se trasuriamo l'azione

della gravità su questo gas, p e v hanno lo stesso valore in tutti i punti. Comunihiamo una vibrazione al �uido.

Le oordinate della moleola A divengono x + ξ, y + η, z + ζ; la pressione in questo punto diviene p + π, e il

volume spei�o v+ϕ. A ausa di questa vibrazione, un elemento di volume del �uido subise una ompressione

o una espansione brusa; la trasformazione è quindi adiabatia e abbiamo

dQ = C
p

R
dv +

v

R
dp = 0
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o, sostituendo dv e dp on ϕ e π ed eliminando il fattore

1

R
,

(5.0.17) Cpϕ+ cvπ = 0

74. Cerhiamo ϕ in funzione degli spostamenti ξ, η, ζ.

Consideriamo un parallelepipedo rettangolo ABCDGH (�g. 10), avente per vertie il punto A oupato

dalla moleola onsiderata nella sua posizione di equilibrio, e i ui spigoli, di lunghezza dx, dy, dz, sono paralleli

agli assi delle oordinate. Il volume di questo parallelepipedo è dxdydz; d'altra parte, se dm è la massa del gas

he ontiene, questo volume è espresso da vdm; abbiamo quindi

(5.0.18) dxdydz = vdm

Dopo la vibrazione, questo volume diviene (v + ϕ) dm. Per trovare un'altra espressione, ammettiamo he

si possa anora onsiderarlo ome un parallelepipedo obliquo. Il volume è allora dato da un determinante a 3

olonne, e gli elementi di ognuna di queste olonne sono rispettivamente le proiezioni sugli assi di iasuno degli

spigoli AE, AD e AB.

Prima dello spostamento, le oordinate di A sono x, y, z, e quelle di E x+ dx, y, z. Dopo lo spostamento,

le oordinate di A sono x+ ξ, y + η, z + ζ; quelle di E

x+ dx+ ξ +
dξ

dx
dx y + η + dη

dx
dx z + ς +

dς

dx
dv

Di onseguenza, le proiezioni dello spigolo AE sono, dopo lo spostamento,

dx

(

1 +
dξ

dx

)

dx dη
dx

dx
dζ

dx

Se sriviamo per analogia le proiezioni degli altri spigoli, otteniamo, per il volume del parallelepipedo

deformato

(v + ϕ) dm =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dx
(

1 + dξ
dx

)

dy dξ
dy

dz dξ
dz

dx dη
dx

dy
(

1 + dη
dy

)

dz dη
dz

dx dζ
dx

dy dζ
dy

dz
(

1 + dζ
dz

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

E�ettuando le operazioni e dividendo poi per

vdm = dxdydz

otteniamo, trasurando i quadrati e i prodotti di ξ, η, ζ e le loro derivate,

ϕ

v
= ξ

′

x + η
′

y + ζ
′

z

Portiamo questo valore nella relazione 5.0.17, si ha

(5.0.19)

π

p
= −

C

c

(

ξ
′

x + η
′

y + ζ
′

z

)

75. Trasformiamo questa nuova relazione.

Trasurando le deformazioni degli angoli e delle fae del parallelepipedo rettangolo durante lo spostamento,

la pressione sulla faia ABCD rimane parallela all'asse delle x e assume ome valore

dydz (p+ π)
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La pressione sulla faia opposta è

−dydz
(

p+ π +
dπ

dx
dx

)

Le pressioni sulle altre fae del parallelepipedo essendo normali all'asse x e trasurando la gravità, la somma

delle proiezioni sull'asse delle x delle forze he agisono sul parallelepipedo si ridue alla somma algebria delle

due quantità preedenti:

−
dπ

dx
dxdydz

Allo stesso modo, troveremo, per la somma delle proiezioni di queste forze sugli assi delle y e delle z,

−−
dπ

dy
dxdydz −

dπ

dz
dxdydz

Applihiamo il prinipio di d'Alembert, ioè sriviamo he il parallelepipedo è in equilibrio sotto l'azione

della forza d'inerzia e delle forze reali he lo solleitano; otterremo le tre equazioni del moto di ui la prima è

dm
d2ξ

dt2
= −

dπ

dx
dxdydz

Di onseguenza, tenendo onto della relazione 5.0.18, queste tre equazioni sono

d2ξ
dt2

= − dπ
dx
v

d2η
dt2

= − dπ
dy
v

d2ζ
dt2

= − dπ
dz
v

Ne deduiamo, derivando la prima rispetto a x, la seonda rispetto a y, la terza rispetto a z, e sommando,

d2

dt2

(

ξ
′

x + η
′

y + ζ
′

z

)

= −v∆π

Avremo quindi, sostituendo, in questa espressione, la somma ξ
′

x + η
′

y + ζ
′

z on il suo valore tratto dalla

relazione 5.0.19,

(5.0.20)

d2π

dt2
=
C

c
pv∆π

76. La variazione di pressione π è una funzione delle oordinate x, y, z del punto onsiderato e del tempo t.

Cerhiamo la sua espressione quando la propagazione della vibrazione avviene tramite onde sferihe. Allora π

dipende solo da t e dalla distanza r del punto onsiderato dall'origine della vibrazione. Poniamo

(5.0.21) π =
f

r

indiando on f una funzione di r e di t.

La somma ∆π delle derivate seonde sarà una funzione lineare di f, df
dr
, d

2f
dr2

, he si potrà ottenere diretta-

mente, ma he è più faile alolare on il metodo dei oe�ienti indeterminati. A tale sopo:

(5.0.22) ∆π = Af +B
df

dr
+ C

d2f

dr2

Se si suppone f = 1, si ha

∆π = A

e, d'altra parte,

π =
1

r
Per mezzo di questa espressione di π, aloliamo ∆π, supponendo he l'origine delle oordinate oinida

on il entro della vibrazione, ioè

r2 = x2 + y2 + z2

abbiamo

dπ
dx

= − 1

r2
dr
dx

= − x
r2

d2π
dx2 = − 1

r3
+ 3x

r5

∆π = − 3

r3
+

3(x2
+y2+z2)
r5

= 0

Si deve quindi avere

A = 0

Supponiamo ora f = r; abbiamo, da una parte,

∆π = B
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dall'altra

π = 1 ∆π = 0

ne onludiamo he B = 0.
In�ne, ammettiamo he si abbia f = r2; deriva allora, portando questo valore nell'espressione 5.0.22,

∆π = 2C

e, alolando le derivate di π = r,

∆π =
2

r
di onseguenza,

C =
1

r
L'espressione 5.0.22 di ∆π si ridue quindi a

∆π =
1

r

d2f

dr2

77. Sostituiamo, nella relazione 5.0.20, ∆π on il valore preedente e

d2π
dt2

on il suo valore dedotto dalla

5.0.21; otteniamo:

d2f

dt2
=
C

c
pv
d2f

dr2
o

d2f

dt2
= a2

d2f

dr2

ponendo

a2 =
C

c
pv

Ne deduiamo, per il valore della funzione f ,

f = f (r − at) + f
′

(r + at)

e, di onseguenza,

π =
1

r
f (r − at) +

1

r
f

′

(r + at)

Le variazioni della pressione si propagano quindi on due onde, l'una entrifuga, on una veloità a, l'altra

entripeta, on una veloità −a. Quest'ultima onda non orrisponde ad aluna realtà �sia e non la si deve

onsiderare. Quanto all'onda entrifuga, è preisamente l'onda sonora; di onseguenza, a rappresenta la veloità

della propagazione del suono e il rapporto dei alori spei�i è legato a questa veloità dalla formula

C

c
=
a2

pv

78. Applihiamo questa formula all'aria prendendo il metro, il seondo, il hilogrammo, ome unità di

lunghezza, di tempo e di massa. Abbiamo, dalle esperienze di Regnault sulla veloità del suono,

a = 331m

a 0° e alla pressione atmosferia. Questa pressione, su 1m
2

, è

p = 10330× 9, 81

prendendo 9, 81 ome aelerazione di gravità. La massa del metro ubo è, 1, 293 e, di onseguenza, il volume

spei�o è

v =
1

1, 293

Portando questi valori nella formula (7), otteniamo

C

c
=

(331)2 × 1, 293

10330× 9, 8
= 1, 41

È il valore he abbiamo adottato (65) nel alolo di E; di�erise di poo dal valore trovato da Roentgen,

on il metodo di Clément e Desormes.



CAPITOLO 6

ALCUNE VERIFICHE DEL PRINCIPIO DI CONSERVAZIONE

DELL'ENERGIA

79. Lo stato di un orpo non può sempre essere de�nito da due variabili.

Le veri�he preedenti del prinipio di equivalenza ostituisono altrettante veri�he del prinipio di onser-

vazione dell'energia, ma in un aso partiolare: quello in ui lo stato �sio dei orpi si può esprimere mediante

due variabili indipendenti p e T oppure v e T .

In un grande numero di asi, queste due variabili sono insu�ienti a de�nire ompletamente lo stato di un

orpo. Così, quando si assegna la pressione o il volume spei�o dell'aqua ad una determinata temperatura,

ma ompresa entro erti limiti, si ignora anora se l'aqua si trova allo stato solido, liquido o gassoso, poihé

l'aqua può, in erte ondizioni, esistere alla stessa temperatura in tutti e tre gli stati.

In altri asi, per i �uidi in movimento e i solidi elastii per esempio, una delle variabili, p o v, non hanno

più un signi�ato preiso, poihé la pressione e il volume spei�o ambiano da un punto all'altro; lo stato di

uno di questi orpi non può quindi anora essere determinato per mezzo delle variabili p e T o v e T .

In�ne il orpo onsiderato può possedere una aria statia di elettriità o essere attraversato da una

orrente; sono allora neessarie nuove variabili per de�nire lo stato di un orpo.

È pertanto interessante veri�are l'esattezza del prinipio dell'energia in questi asi partiolari. Questa

veri�a onsiste nel mostrare he indiando on W la semi forza viva del sistema e hiamando energia interna

U una erta funzione delle quantità he de�nisono lo stato �sio dei orpi del sistema, si ha per un sistema

isolato

dW + dU = 0

Se il sistema rieve un lavoro esterno dτ , la relazione da veri�are è

dW + dU = dτ

e, se il sistema aquista un'altra quantità di alore dQ dall'esterno, la relazione da veri�are è

dW + dU = dτ + EdQ

80. Il prinipio si applia a un sistema di orpi elettrizzati.

Consideriamo un sistema di onduttori elettrizzati he possiedono arihe m1, m2, ...; i loro potenziali sono

funzioni lineari di queste arihe.

Per maggiore sempliità ammettiamo he vi siano solo due onduttori; allora abbiamo per i potenziali

V1 = Am1 +Bm2

V2 = Bm1 + Cm2

I oe�ienti A,B,C sono funzioni delle apaità dei onduttori e dei loro oe�ienti di induzione elettro-

statia; essi dipendono dalle posizioni relative dei onduttori, ma non dipendono dalle loro arihe.

Per avere l'energia elettria di questo sistema moltiplihiamo la prima relazione per m1, la seonda per m2

e le sommiamo; otteniamo

U =
1

2

∑

mV =
1

2

(

Am2
1 + 2Bm1m2 + Cm2

2

)

Consideriamo dapprima il aso in ui i onduttori si spostano rimanendo isolati, di modo he le arihe

m1 e m2 siano ostanti. Se supponiamo la variazione dell'energia inetia nulla o trasurabile, la variazione

dell'energia potenziale si ridue a dU , e, di onseguenza, se il prinipio di onservazione dell'energia è appliabile,

il lavoro esterno ompiuto dal sistema è −dU , ioè

−
1

2

(

Am2
1 + 2Bm1m2 + Cm2

2

)

È iò he l'esperienza veri�a in tutti i asi.

43
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81. Supponiamo ora he, i onduttori rimanendo �ssi, vengano messi in omuniazione. Allora A,B,C

rimangono ostanti e abbiamo

dU = (Am1 +Bm2) (Bm1 + Cm2) dm2

oppure

dU = V1dm1 + V2dm2

Ma, se hiamiamo i l'intensità della orrente he si produe nel �lo di omuniazione e se supponiamo he

si abbia V1 > V2, le arihe rispettive dei due orpi saranno, al termine del tempo dt,

m1 − idt m2 + idt

di onseguenza, abbiamo

dm1 = −idt dm2 = idt

e dU diviene

dU = idt (V2 − V1)

Seondo la legge di Ohm,

V1 − V2 = Ri

essendo R la resistenza del �lo; di onseguenza

dU = −Ri2dt

Questa variazione di energia interna non può essere ritrovata sotto forma di lavoro esterno, poihé i on-

duttori ai quali sono appliate le forze del sistema non si spostano. Ma può ritrovarsi sotto forma di alore, e

allora il prodotto EdQ dell'equivalente meanio per la quantità di alore fornito, espresso in alorie, deve, se

il prinipio di onservazione dell'energia si applia, essere uguale alla variazione dell'energia del sistema. Questa

riduendosi alla variazione dell'energia interna poihé i onduttori rimangono a riposo, deve quindi veri�are

l'uguaglianza

−Ri2dt = EdQ

Dalla legge di Joule, la quantità di alore sviluppato dal passaggio di orrente nel �lo è, in alorie, ARi2dt;

di onseguenza, la quantità di alore fornita al sistema durante la trasformazione onsiderata è

dQ = −Ari2dt

e l'uguaglianza preedente è ben veri�ata.

82. Caso delle pile idroelettrihe.

Consideriamo il sistema formato dalla pila e un onduttore ollegato ai suoi poli.

Nella pila si produe una reazione himia he produrrà una erta quantità di alore se avviene al di fuori

del iruito. Quando i poli sono ollegati a un onduttore, la quantità di alore he si raoglie nella pila è

minore della preedente. Pertanto l'energia himia della pila si divide in due parti: una serve a saldare i liquidi

della pila, l'altra a produrre orrente. Quest'ultima parte di hiama energia voltaia e l'esperienza mostra he

la quantità di energia voltaia spesa in tal modo durante il tempo dt è uguale a εidt, indiando on ε la forza

elettromotrie della pila. I orpi del sistema sono a riposo, e serve, ome nel paragrafo preedente, he questa

variazione sia uguale a EdQ. Ma la quantità di alore fornita al sistema è data dalla legge di Joule; essa è

pertanto − 1

E
Ri2dt e l'uguaglianza he si deve veri�are è allora

εidt = Ri2dt

o

ε = Ri

Questa uguaglianza è evidentemente soddisfatta, poihé essa esprime la legge di Ohm.
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Fenomeni elettrodinamii.

L'energia interna dei onduttori attraversati da orrenti dipende neessariamente dalle intensità di tali

orrenti; per avere il loro valore, bisogna aggiungere all'energia interna del sistema, quando tutte le intensità

sono nulle, un termine T he Maxwell hiama l'energia elettroinetia del sistema.

Prendiamo, per sempli�are, il aso in ui il sistema omprende solo due orrenti; allora T vale

(6.0.23) T =
1

2

(

Li21 + 2Mi1i2 +Ni22
)

essendo M il oe�iente di muta induzione dei due iruiti, L e N i oe�ienti di auto-induzione di iasuno

di essi. Se le orrenti sono variabili e se i onduttori si spostano o si deformano o si deformano, l'energia

elettroinetia varia e la sua variazione dT rappresenta la variazione dell'energia interna del sistema. Per

veri�are il prinipio della onservazione dell'energia è neessario veri�are he dT è uguale alla somma di tutte

le energie he raoglie il sistema.

Dapprima i onduttori produono un lavoro esterno il ui valore è

1

2

(

i21dL+ 2i1i2dM + i22dN
)

Vi è inoltre una erta quantità di alore emessa dai onduttori; questa quantità, espressa in unità meanihe,

è, seondo la legge di Joule,

R1i
2
1dt+R2i

2
2dt

In�ne vi è energia voltaia fornita al sistema dalle pile; questa energia è

E1i1dt+ E2i2dt

hiamando E1 e E2 le forze elettromotrii delle pile.

Dobbiamo pertanto veri�are l'uguaglianza

dT = −
1

2

(

i21dL+ 2i1i2dM + i22dN
)

−
(

R1i
2
1dL +R2i

2
2dt
)

+ E1i1dt+ E2i2dt

Si sa he la forza elettromotrie di induzione sviluppata in uno dei iruiti ha ome espressione

−
d

dt
(Li1 +Mi2)

di onseguenza il prodotto R1i1, he, in base alla legge di Ohm, è uguale alla forza elettromotrie totale, ha

ome valore

Rii1 = E1 −−
d

dt
(Li1 +Mi2)

Ne deduiamo

E1i1dt−R1i
2
1dt = i1d (Li1 +Mi2)

Avremo un'uguaglianza analoga per l'altro iruito, e, di onseguenza, possiamo srivere l'uguaglianza da

veri�are

dT = −
1

2

(

i21dL+ 2i1i2dM + i22dN
)

+ i1d (L1i1 +Mi2) + i2d (Mi1 +Ni2)

o, di�erenziando e sempli�ando,

dT =
1

2

(

i21dL+ 2i1i2dM + i22dN
)

+ L1i1di1 +Mi2di1 +Mi1di2 +Ni2di2

Il seondo membro è l'espressione del di�erenziale dell'energia elettroinetia de�nita dalla formula 6.0.23.

Il prinipio di onservazione dell'energia si applia quindi anhe ai fenomeni elettrodinamii.

84. Caso di solidi elastii.

Consideriamo un parallelepipedo in�nitamente piolo i ui spigoli sono paralleli agli assi oordinati. Siano

Pxx Pxy Pxz
Pyz Pyy Pyz
Pzx Pzy Pzz

le omponenti seondo i tre assi delle pressioni per unità di super�ie he si eserita su tre fae usenti da uno

stesso vertie A e normali: la prima all'asse x, la seonda all'asse y, la terza all'asse z. La teoria dell'elastiità

insegna he la Tabella di queste nuove quantità è simmetria rispetto alla diagonale; in altre parole, queste

quantità si possono ridurre a sei.

Supponiamo he il parallelepipedo subisa una deformazione e determiniamo il lavoro delle pressione he si

eseritano su tutte le sei fae.

Le oordinate x, y, z del punto A divengono, dopo la deformazione,

x+ ξ y + η z + ζ
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di onseguenza, il lavoro della pressione sulla faia normale all'asse x e passante per A è

(Pxxξ + Pxyη + Pxzζ) dydz

Le oordinate del punto orrispondente ad A sulla faia opposta del parallelepipedo sono, prima della

deformazione, x+ dx, y, z e, dopo la deformazione

x+ ξ + dx+
dξ

dx
dx y + η + dη

dx
dx z + ζ +

dζ

dx
dx

il lavoro della pressione su questa faia è quindi

[

Pxx

(

ξ +
dξ

dx
dx

)

+ Pxy

(

η +
dη

dx
dx

)

+ Pxz

(

ζ +
dζ

dx
dx

)]

dxdy

La somma di questi lavori è

−
(

Pxx
dξ

dx
+ Pxy

dη

dx
+ Pxz

dζ

dx

)

dxdydz

Otterremo due altre espressioni analoghe per le fae perpendiolari agli assi y e z.

Sommiamo queste tre espressioni e sostituiamo il prodotto dxdydz on vdm, essendo v il volume spei�o

nel punto A e dm la massa del parallelepipedo; abbiamo

−
[

Pxx
dξ

dx
+ Pxy

dη

dy
+ Pxz

dζ

dz
+ Pxy

(

dη

dx
+
dξ

dy

)

+ Pxz

(

dζ

dx
+
dξ

dz

)

+ Pyz

(

dζ

dy
+
dη

dz

)]

vdm

L'integrale di questa espressione esteso allo spazio oupato dal orpo darà il lavoro totale delle forze esterne

durante la deformazione.

Evidenziamo he, se il orpo è isotropo, si ha

Pxx = Pyy = Pzz = p

Pxy = Pxz = Pyz = 0

di onseguenza, l'espressione preedente del lavoro delle forze esterne si ridue allora a

−p
(

dξ

dx
+
dη

dy
+
dζ

dz

)

vdm

o

−p
dv

v
vdm = −pdvdm

Ritroviamo quindi, ome nella sezione 64, −pdv per il lavoro delle forze esterne riferito all'unità di massa.

85. Ma, sebbene nel aso dei solidi l'espressione del lavoro sia più omplessa di quella del aso di un

�uido in equilibrio, il prinipio della onservazione dell'energia è anora ben veri�ato. L'esperienza mostra in

e�etti he, se il solido si salda a ausa della deformazione, la variazione di energia interna derivante da questo

risaldamento è uguale al lavoro delle forze esterne durante la deformazione.

Prendiamo l'esperienza di Edlund. Un �lo metallio vertiale vinolato alla sua estremità superiore è

dapprima esteso da un forza p he agise alla sua estremità inferiore; è poi riportato alla sua lunghezza iniziale

eliminando l'azione diretta di questa forza. Se ε è l'allungamento del �lo durante la prima fase dell'esperienza,

il lavoro delle forze esterne è pε. Durante questa fase, il �lo si ra�redda a ausa dell'allungamento; durante la

fase suessiva, si risalda. Da queste due fasi risulta un risaldamento. In una terza fase il �lo si ra�redda

edendo alore all'esterno per onduibilità e ritorna osì alla sua ondizione iniziale, riportando temperatura

e lunghezza agli stessi valori di partenza. La quantità di alore δQ osì eduta all'esterno vale aδT , essendo

a la apaità alori�a del �lo he si dedue dalle sue dimensioni e dal suo alore spei�o, e δT l'eesso di

temperatura al termine della seonda fase rispetto alla temperatura iniziale, eesso he è misurato per mezzo

di una pinza termoelettria. Il �lo avendo desritto un ilo hiuso, dovrà veri�are

EδQ = pε

È iò he avviene, poihé, se si alola E per mezzo di questa relazione, si trovano valori molto viini a

quelli di Joule e di M. Rowland; per l'ottone, per esempio, si ha 428, 3.
Si evidenzierà he in questa esperienza i troviamo in un aso in ui la pressione non è la stessa in tutti i

versi. Un elemento di volume del �lo è sottoposto infatti a una tensione onsiderevole nel senso vertiale e ad

una pressione pressohé nulla nel senso orizzontale.
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86. Caso dei �uidi pesanti in movimento.

In questo aso la pressione in un punto ha lo stesso valore, qualunque sia la direzione dell'elemento sul quale

si eserita; ma non è la stessa in tutti i punti del �uido.

Siano p il valore di questa pressione su un elemento della super�ie del �uido; α, β, γ i oseni direttori del

segmento della normale a questo elemento esterno al �uido. Siano x, y, z le oordinate del entro di gravità

dell'elemento al tempo t; x+ ξ, y + η, z + ζ le oordinate di questo stesso entro di gravità al tempo t+ dt, di

modo he

ξ =
dx

dt
dt

Il lavoro delle pressioni esterne su questo elemento è

−pdω (αξ + βη + γζ)

e il lavoro di queste forze sull'intera super�ie del �uido,

dτ = −
ˆ

p (αξ + βη + γζ) dω

Chiamando dq la quantità di alore rievuto dall'esterno, per onduibilità o irraggiamento, per l'unità di

massa del �uido, la quantità dQ rievuta dal �uido intero è

(6.0.24) dQ =

ˆ

dq dm

essendo dm la massa di un elemento di volume.

Analogamente, designando on u l'energia interna per unità di massa, abbiamo per l'energia intera U

dell'intero �uido

U =

ˆ

udm

Le forze esterne sono di due tipi:

(1) Le pressioni esterne il ui lavoro dτ è stato in preedenza valutato

(2) La gravità il ui lavoro −dV è il di�erenziale di un erto potenziale V he i rimane da valutare.

Se ne otterrà il valore, a meno di una ostante, moltipliando il peso del �uido per la distanza del suo entro di

gravità dal piano delle xy supposto orizzontale; di onseguenza,

V =

ˆ

gzdm

In�ne l'energia inetia sensibile ha ome espressione

W =

ˆ

dm

2

(

dx2

dt2
+
dy2

dt2
+
dz2

dt2

)

87. Sriviamo le equazioni del moto del �uido.

Se il �uido fosse a riposo, avremmo, dalle equazioni fondamentali dell'Idrostatia,

dp

dx
= ρX dp

dy
= ρY

dp

dz
= ρZ

essendo Xdm, Y dm, Zdm le omponenti seondo gli assi delle forze esterne agenti sull'elemento dm. Di

onseguenza, le equazioni del moto saranno, dal prinipio di d'Alembert,

dp
dx

= ρX − ρd
2x
dt2

dp
dy

= ρY − ρd
2y
dt2

dp
dz

= ρZ − ρd
2z
dt2

o, sostituendo ρ on 1

v
e notando he il �uido non è sottoposto all'azione della gravità,X = Y = 0, Zdm = −gdm,

v dp
dx

= − d2x
dt2

v dp
dy

= − d2y
dt2

v dp
dz

= − d2z
dt2

− g

88. Per mezzo di queste equazioni trasformiamo l'espressione del lavoro dτ delle forze esterne.

Applihiamo la relazione nota

ˆ

αFdω =

ˆ

dF

dx
dτ
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ponendo suessivamente F uguale a pξ, pη, pζ; otteniamo, sostituendo negli integrali tripli dτ on vdm

´

αpξdω =

ˆ

ξ
dp

dx
vdm+

ˆ

p
dξ

dx
vdm

ˆ

βpηdω =

ˆ

η
dp

dy
vdm+

ˆ

p
dη

dy
vdm

ˆ

γpζdω =

ˆ

ζ
dp

dz
vdm+

ˆ

p
dζ

dz
vdm

e di onseguenza,

dτ = −
ˆ
(

ξ
dp

dx
+ η

dp

dy
+ ζ

dp

dz

)

vdm−
ˆ
(

dξ

dx
+
dη

dy
+
dζ

dz

)

pvdm

oppure

dτ = −
ˆ
(

ξ
dp

dx
+ η

dp

dy
+ ζ

dp

dz

)

vdm−
ˆ

pdvdm

poihé

dξ

dx
+
dη

dy
+
dζ

dz
=
dv

v

Se ora sostituiamo le derivate parziali di p on i loro valori dedotti dalle equazioni del moto, avremo

(6.0.25) dτ =

ˆ
(

ξ
d2ξ

dt2
+ η

d2η

dt2
+ ζ

d2ζ

dt2

)

dm+

ˆ

gζdm−
ˆ

pdvdm

89. Caloliamo dU, dV, dW .

L'energia interna u dell'unità di massa è una funzione della pressione e del volume spei�o; per un elemento

di volume molto piolo queste due quantità possono essere onsiderate ome ostanti, e di onseguenza possiamo

srivere, ome nel aso di un �uido a riposo,

du = dq −Apdv

per la variazione dell'energia interna per unità di massa; avremo quindi, in alorie,

(6.0.26) dU =

ˆ

du dm =

ˆ

dq dm−A

ˆ

pdv dm

La variazione di V è

dV =

ˆ

gdz dm

o, poihé abbiamo indiato on ζ l'aresimento dell'ordinata z,

(6.0.27) dV =

ˆ

gζdm

La variazione dell'energia inetia vale

dW =

ˆ

dm

(

dx

dt

d2x

dt2
+
dy

dt

d2y

dt2
+
dz

dt

d2z

dt2

)

dt

ma

dx

dt
dt = ξ dy

dt
dt = η

dz

dt
dt = ζ

di onseguenza,

(6.0.28) dW =

ˆ

dm

(

ξ
d2x

dt2
+ η

d2y

dt2
+ ζ

d2z

dt2

)

90. A�nhé il prinipio di onservazione dell'energia sia veri�ato, serve he la variazione dell'energia totale

sia uguale a dτ + EdQ.

La variazione dell'energia totale è, dalle espressioni 6.0.26, 6.0.27 e 6.0.28,

dW + dV + EdU =

ˆ

dm

(

ξ
d2x

dt2
+ η

d2y

dt2
+ ζ

d2z

dt2

)

+

ˆ

gζdm+ E

ˆ

dqdm−
ˆ

pdvdm

La somma dτ + EdQ dedotta dalle espressioni 6.0.24 e 6.0.25 è

dτ + EdQ =

ˆ
(

ξ
d2x

dt2
+ η

d2y

dt2
+ ζ

d2z

dt2

)

dm+

ˆ

gζdm−
ˆ

pdvdm+ E

ˆ

dqdm

I seondi membri delle due ultime uguaglianze sono identii, e quindi il prinipio della onservazione

dell'energia è anora soddisfatto.



CAPITOLO 7

IL PRINCIPIO DI CARNOT-CLAUSIUS

91. Prinipio di Carnot

Abbiamo visto al Capitolo III ome Carnot dimostrò il teorema he il suo nome e he si enunia osì:

In una mahina perfetta, la potenza motrie del alore è indipendente dagli agenti utilizzati per realizzarla;

la sua quantità è �ssata dalla temperatura dei orpi tra i quali avviene in ultima analisi il trasporto del alorio.

Per Carnot, una mahina perfetta è una mahina per la quale il ilo hiuso delle trasformazioni è re-

versibile, ioè è un ilo di Carnot; la potenza motrie è il rendimento

τ
Q

di questo ilo. Di onseguenza,

l'enuniato di Carnot equivale al seguente he è già stato dimostrato (� 42):

Il rendimento del ilo di Carnot dipende solo dalle temperature delle isoterme.

La dimostrazione di Carnot si basa sui due postulati: l'impossibilità del moto perpetuo e la onservazione

del alorio.

Essendo falso quest'ultimo postulato, la dimostrazione di Carnot deve essere rigettato.

Si poteva quindi, dopo he il prinipio dell'equivalenza fu orrettamente stabilito, redere he il teorema

stesso fosse de�nitivamente aduto. Il merito di Clausius fu quello di non lasiarsi bloare da questo giudizio

super�iale, ma invee di aver erato e di essere riusito a oniliare il prinipio di Meyer on quello di Carnot

in quanto diversi fatti sembravano onfermare.

Bastava modi�are, ome vedremo, pohe ose alla dimostrazione di Sadi Carnot.

92. Riprendiamo quindi la dimostrazione del paragrafo 41. Supponiamo he, ontrariamente alla propo-

sizione preedente, si possa avere, per due mahine M e M ′
funzionanti tra gli stessi limiti di temperatura

seguano due ili di Carnot,

(7.0.29)

τ
′

Q
′
>
τ

Q

Assoiamo le due mahine in modo he M ′
funzioni nel senso diretto e M in quello inverso. Il lavoro di

questa mahina omplessa quando M e M ′
desrivono un ilo ompleto è

m
′

τ
′

−mτ

essendo m e m
′

le masse del orpo he si trasforma in entrambe le mahine. La quantità di alore aquisita

dalla sorgente alda vale

m
′

Q
′

1 −mQ1

e quello eduto alla sorgente fredda,

m
′

Q
′

2 −mQ2

Possiamo segliere le masse m e m′
in modo he il alore eduto alla sorgente alda sia nullo,

(7.0.30) m
′

Q
′

1 −mQ1 = 0

allora da questa uguaglianza e dalla diseguaglianza 7.0.29 si ottiene

m
′

τ
′

−mτ > 0

ioè la mahina formata dall'aoppiamento tra M e M ′
produe un lavoro positivo.

93. Fin qui non abbiamo per nulla modi�ato la dimostrazione di Carnot. Continuiamola introduendo il

prinipio di equivalenza.

Il orpo he si trasforma inM , assorbendo una quantità di alore Q1 dalla sorgente alda, ma edendone Q2

alla sorgente fredda, ne rieve in realtà dall'esterno una quantità Q1 −Q2 per unità di massa. Il lavoro esterno

orrispondente prodotto durante questa trasformazione è τ . Di onseguenza, dal prinipio di equivalenza,

Q1 −Q2 = Aτ

Avremo pure

Q
′

1 −Q
′

2 = Aτ
′

49
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Da queste due eguaglianze deduiamo, tenendo onto della relazione 7.0.30,

m
′

Q
′

2 −mQ1 = −A
(

m
′

τ
′

−mτ
)

Di onseguenza, dalla onlusione preedente, il alore eduto alla sorgente fredda è negativo; in altri termini,

la mahina assorbe alore dalla sorgente fredda.

Non ritornando quest'ultima allo stato iniziale, non possiamo dire, ome nel paragrafo 41, he la produzione

di lavoro positivo da parte della mahina onsiderata sia inompatibile on il prinipio dell'impossibilità del

moto perpetuo.

Tutto iò he possiamo dedurre dal risultato preedente, è he: se il prinipio di Carnot è falso, è possibile

produrre inde�nitamente lavoro assorbendo alore da una sorgente fredda.

94. Potremmo sviluppare in altro modo il ragionamento e saremmo portati ad una onlusione anora poo

aettabile ome la preedente.

Supponiamo he m e m′
siano tali he

m
′

τ
′

−mτ = 0

ioè he il lavoro della mahina risultante dall'aoppiamento diM eM ′
sia nullo. Allora da questa uguaglianza

e dalla disuguaglianza 7.0.29 si dedue

m
′

Q
′

1 −mQ1 < 0

D'altronde l'appliazione del prinipio di equivalenza dà, poihé il lavoro prodotto è nullo,

m
′

Q
′

1 −mQ1 = m
′

Q
′

2 −mQ2

La quantità di alore assorbita dalla orrente alda è quindi negativa e uguale in valore assoluto alla quantità

eduta alla sorgente fredda he è pure negativa; in altre parole, vi è una erta quantità di alore assorbita dalla

sorgente fredda e una uguale quantità eduta alla sorgente alda.

Arriviamo quindi a questa onlusione: se il prinipio di Carnot è falso, è possibile trasportare alore da un

orpo freddo verso un orpo aldo senza spendere lavoro e senza aluna modi�a del orpo he si trasforma.

95. Prinipio di Clausius.

La negazione della possibilità di un trasporto di alore in queste ondizioni ostituise il prinipio di Clausius:

È impossibile trasferire direttamente o indirettamente alore da un orpo freddo ad un orpo aldo a meno he

non vi sia ontemporaneamente onsumo di lavoro o trasporto di alore da un orpo aldo ad uno freddo.

Questo prinipio appare onfermato da tutti i fatti sperimentali; se lo si ammette, risulta dalla dimostrazione

preedente he non si può avere

τ
′

Q
′

1

>
τ

Q1

Non si può avere inoltre

τ
′

Q
′

1

<
τ

Q1

poihé se si riprende la dimostrazione onsiderando la mahina ostituita dall'aoppiamento di M , operando

nel senso diretto, e di M
′

, operando nel senso inverso, questa diseguaglianza porta anora ad una onseguenza

in ontraddizione on il prinipio di Clausius. I rendimenti dei due ili di Carnot onsiderati devono essere

quindi uguali; ritroviamo il teorema di Carnot.

È il prinipio di Clausius he si assume oggi ome seondo prinipio della Termodinamia. Essendo il

teorema di Carnot una onseguenza quasi immediata di questo prinipio, Clausius, on una modestia he gli fa

onore, gli dà il nome di Prinipio di Carnot, benhé l'abbia enuniato senza onosere i lavori di Sadi Carnot.

96. Le obiezioni di Hirn

L'enuniato originario di Clausius, sebbene identio, in fondo, a quello he abbiamo proposto, non era però

osì espliito; Clausius disse: Il alore non può passare da solo da un orpo freddo ad un orpo aldo. Hirn erò

di mostrare he, in erti asi, questo prinipio ade in difetto. Esponiamo e onfutiamo nello stesso tempo le

obiezioni di Hirn.



96. LE OBIEZIONI DI HIRN 51

Consideriamo un ilindro ABCD (�g. 11) ontenente un pistone EF da una parte e dall'altra del quale

si trovano due masse gassose a diverse temperature T1 e T2. Supponiamo he il pistone e le pareti del ilindro

oltre alla parete AB siano impermeabili al alore, e ammettiamo he la parete AB sia a ontatto on un

orpo a una temperatura T
′

1 maggiore di T1, ma minore di T2. Questo orpo ede alore al gas rahiuso in

ABEF ; di onseguenza, questo gas subise una dilatazione e spinge il pistone EF ; ne risulta una ompressione

adiabatia del gas rahiuso nel ontenitore EFCD impermeabile al alore, e, di onseguenza, un innalzamento

di temperatura di questo gas. In tal modo del alore è stato trasportato da un orpo alla temperatura T
′

1 ad

un gas la ui temperatura T2 è maggiore di T1.

Ma questo trasporto di alore non è in ontraddizione on il prinipio di Clausius. Il alore è passato, in

verità, dal orpo freddo al orpo aldo; ma vi è stato nello stesso tempo un passaggio di alore dal orpo la ui

temperatura è T
′

1 al gas la ui temperatura è T1, ioè da un orpo aldo ad uno freddo. È vero he Hirn suppose

T
′

1 in�nitamente poo superiore a T1; ma he la di�erenza T
′

1−T1 sia in�nitamente piola o �nita, essa esiste e,

se è in�nitamente piola, lo sambio di alore, osì ome la dilatazione e ompressione dei due gas, si fermerà

allorhé T1 sarà diventato uguale a T
′

1, ioè al termine di un tempo in�nitamente piolo. La quantità di alore

eduta sarà dello stesso ordine di grandezza della di�erenza T
′

1 − T1.

97. Passiamo alla seonda obiezione di Hirn. Prendiamo due ilindri A e B della stessa sezione (�g. 12)

nei quali si muovono due pistoni ollegati in modo he uno si abbassi di una quantità pari all'innalzamento

dell'altro. Questi due ilindri sono impermeabili al alore e sono ollegati da un anale di omuniazione he

lasia passare il alore.

Supponiamo il pistone del ilindro B nella parte bassa della sua orsa, e il ilindro A riempito d'aria a 0°
e il tubo di omuniazione saldato a 100°. Se solleviamo il pistone B, l'aria a 100° ontenuta in questo tubo

passa nel ilindro B ed è sostituita da una parte dell'aria fredda di A. Questa aria fredda si dilata e omprime

l'aria ontenuta nei due ilindri; la temperatura dell'aria di A diviene più grande di 0°, quella dell'aria di B

maggiore di 100°. Se ontinuiamo a sollevare il pistone B, una nuova quantità d'aria a 100° penetra in B e nello

stesso tempo una erta quantità di aria fredda di A si salda a 100° nel anale di omuniazione; si produe una
nuova ompressione e la temperatura si innalza in entrambi i ilindri. Il alolo mostra he, quando il pistone

A è nella parte più bassa della sua orsa, la temperatura dell'aria in B è di 120°. Così, die Hirn, si è potuto
saldare dell'aria �no a 120° on una sorgente a 100° senza he sia stato speso lavoro, poihé il pistone A si è

abbassato di una quantità uguale a quella di ui si è innalzato B.

Ma questa obiezione è faile da onfutare quanto la preedente. Vi è anora passaggio di alore da un orpo

aldo a uno freddo: dalla sorgente he mantiene il tubo di omuniazione a 100° al gas freddo he �uise da A.

Una parte di questo alore serve a saldare questo gas; un'altra è impiegata ad innalzare la temperatura del gas

già passato in B. Così vi è simultaneamente trasporto di alore da un orpo aldo ad uno freddo e trasporto di

alore da un orpo freddo a uno aldo, e iò non ontraddie il prinipio di Clausius.

98. Se si faesse l'esperienza inversa, ioè se si faesse passare l'aria a 120° del ilindro B nel ilindro A

attraverso il tubo di omuniazione mantenuto a 100°, si troverà he, quando il pistone B è nella parte bassa

della sua orsa, la temperatura del gas è ritornata a 0°. Sembra anora he il alore sia passato da un orpo

freddo ad uno aldo: del gas la ui temperatura �nale è 0° alla sorgente la ui temperatura è di 100°. In realtà,

vi è stato nello stesso tempo passaggio di alore del gas a 120° del ilindro B alla sorgente, ioè da un orpo

aldo a un orpo freddo.

Le obiezioni di Hirn non resistono quindi alla ritia. Non poteva essere altrimenti.

Hirn avrebbe potuto, on nuove esperienze, mostrare he le leggi alle quali soddisfano i gas non sono quelle

he sono generalmente ammesse, poteva pure respingere il prinipio di Clausius, ma non ha operato in questo

modo; ha, senza fare aluna nuova esperienza, ri�ettere sui gas perfetti appliando loro le leggi lassihe di

Mariotte e di Gay-Lussa, osì ome le leggi di Regnault sulla ostanza dei alori spei�i. Ora, vedremo he

queste leggi portano ome onseguenza il prinipio di Carnot. Era quindi illusorio erare la onfutazione di

questo prinipio.
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99. Enuniato al riparo delle preedenti obiezioni.

Immaginiamo un sistema sottratto da tutte le azioni esterne e omposto di n orpi, A1, A2, ..., An, il ui

stato dipende solo da due variabili indipendenti, la temperatura T e il volume spei�o v. Supponiamo he

la temperatura T1 del orpo A1 sia maggiore della temperatura T2 di A2 e faiamo subire al sistema una

trasformazione he lo porti allo stato seguente: tutti i orpi del sistema, tranne A1 e A2, sono nel loro stato

iniziale; i volumi spei�i di A1 e A2 hanno lo stesso valore he avevano prima della trasformazione. In queste

ondizioni, è impossibile he A1 si sia saldato e he A2 si sia ra�reddato. Tale deve essere l'enuniato del

prinipio di Clausius per essere al riparo di tutte le obiezioni.

Questo enuniato rihiede tre restrizioni: 1° il sistema è isolato, ioè non assorbe né ede alore verso

l'esterno, non ompie alun lavoro esterno positivo o negativo: 2° tutti i orpi del sistema, salvo due, ritornano

al loro stato iniziale, ioè desrivono ili hiusi; 3° gli altri due orpi riprendono il loro volume spei�o iniziale.

In e�etti, senza questa restrizione, possiamo omprimere adiabatiamente il orpo A1 ed espandere adi-

abatiamente il orpo A2; utilizzando il lavoro risultante da questa espansione nella ompressione di A1, il

sistema non rieve alun lavoro dall'esterno; non rieve più alore, poihé la ompressione e l'espansione sono

adiabatihe; le prime due restrizioni sono quindi soddisfatte. Tuttavia, il orpo più aldo A1 si è saldato a

ausa della ompressione, il orpo più freddo A2 si è ra�reddato a ausa dell'espansione. Il prinipio di Clausius

potrebbe quindi trovarsi in difetto in qualhe aso se si trasurasse la terza restrizione.

100. La neessità della prima restrizione non presenta alun dubbio. Tuttavia, mostriamo, preisando le

ondizioni neessarie, he è possibile far passare alore da un orpo freddo ad uno aldo fornendo del lavoro al

sistema.

Consideriamo una mahina termia; siano p e v le variabili he de�nisono lo stato del orpo C he si

trasforma e del quale supponiamo la massa uguale a 1kg. Quando questo orpo desrive un ilo hiuso, il lavoro

esterno prodotto è τ =
´

pdv, essendo l'integrale alolato lungo la urva he rappresenta la trasformazione;

questo lavoro è positivo se il punto rappresentativo si muove su questa urva nel verso orario; è negativo quando

la urva è perorsa nel verso antiorario. Seondo il prinipio di equivalenza, questo lavoro è uguale al prodotto

di E per la quantità di alore fornito al orpo. Se quindi hiamiamo Q1 la quantità di alore fornito a C dalla

sorgente alda della mahina termia, Q2 la quantità he questo orpo ede alla sorgente fredda, abbiamo

(7.0.31) Q1 −Q2 = Aτ

Quando il ilo di C è ompreso tra le isoterme orrispondenti alle temperature T1 e T2delle sorgenti alde

e fredde, la temperatura di C è sempre inferiore a T1; questo orpo non può quindi edere alore alla sorgente

alda, può solo prenderne; di onseguenza, Q1 è neessariamente positivo, qualunque sia il verso nel quale

è desritto il ilo. Per ragioni analoghe, Q2 è positivo. Non si può quindi, in queste ondizioni, assorbire

alore dalla sorgente fredda per portarlo alla super�ie alda, anhe quando, essendo il ilo desritto nel verso

antiorario, si fornise lavoro al sistema.

Ma supponiamo la urva rappresentativa delle trasformazioni del orpo C formata da due adiabatihe AD

e BC (�g. 13) ollegate da arhi di urva qualsiasi omprendenti tra le loro le isoterme T1 e T2 orrispondenti

alle sorgenti alda e fredda. Quando il ilo è desritto nel verso retrogrado, la quantità di alore he il orpo

ede durante la trasformazione BA può essere supposta eduta alla sorgente alda, poihé questa è a una

temperatura inferiore al orpo; di onseguenza, la quantità di alore Q1 assorbita dalla sorgente alda è allora

negativa. La quantità di alore assorbita dal orpo durante la trasformazione DC può essere supposto assorbito
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dalla sorgente fredda, la ui temperatura T2 è superiore a quella del orpo; di onseguenza, Q2 è negativo. In

queste ondizioni, del alore è preso dalla sorgente fredda e trasportato alla sorgente alda. D'altronde, poihé

τ è negativo, la relazione 7.0.31 mostra he Q1 è maggiore, in valore assoluto, di Q2; la quantità di alore

trasportata alla sorgente alda è quindi maggiore di quella he è presa alla sorgente fredda.

101. Altro enuniato del seondo prinipio della Termodinamia.

Si enunia a volte questo prinipio nella forma frequente: È impossibile far funzionare una mahina termia

on una sola sorgente di alore.

Di questo enuniato e della onlusione della � 93 risulta he il rendimento

τ ′

Q
′

1

di un ilo di Carnot non può

essere maggiore del oe�iente

τ
Q1

di un ilo dello stesso genere funzionante tra gli stessi limiti di temperatura.

Il oe�iente

τ
Q1

del seondo ilo, he è pure un ilo di Carnot, non può, per le stesse ragioni, essere maggiore

di

τ
′

Q
′

1

. Questi due oe�ienti sono quindi uguali; di onseguenza, il teorema di Carnot è una onseguenza di

questo enuniato. È evidente he, inversamente, se il teorema di Carnot è vero, l'enuniato preedente lo è pure;

queste due proposizioni sono quindi equivalenti.

Ma il teorema di Carnot è una onseguenza anhe dell'enuniato di Clausius e, inversamente, il prinipio di

Clausius si dedue dal teorema di Carnot. Ne segue he, l'enuniato di Clausius deve essere equivalente all'e-

nuniato preedente; è pertanto indi�erente prendere l'uno o l'altro di questi enuniati ome seondo prinipio

della Termodinamia.

102. Si può d'altra parte, in un altro modo, mostrare l'equivalenza di questi due enuniati.

Mostriamo prima he, se il prinipio di Clausius fosse falso, si potrebbe far funzionare una mahina on

una sola sorgente.

Siano A e B le due sorgenti della mahina termia, le ui temperature sono T1 e T2. Se faiamo funzionare

questa mahina nel senso diretto, otterremo un lavoro τ assorbendo una quantità di alore Q1 dalla sorgente

alda A e edendone una quantità Q2 alla sorgente fredda B. Ma, se il prinipio di Clausius non si appliasse

ai orpi A e B, potremmo dopo assorbire una quantità di alore Q1 dalla sorgente fredda e ederlo alla sorgente

alda senza spendere lavoro. Di onseguenza, in seguito a queste due operazioni, la sorgente alda riprenderà il

suo stato iniziale e avremo ottenuto un lavoro τ assorbendo una quantità di alore Q1−Q2 dalla sorgente fredda.

103. Inversamente, se fosse possibile produrre lavoro on una sola sorgente di alore, si potrebbe trasferire alore

da un orpo freddo ad uno aldo senza spendere lavoro.

Infatti, il lavoro τ prodotto assorbendo una quantità di aloreQ da una sorgente la ui temperatura è T2 può

essere trasformato in forza viva e questa forza viva trasformata in alore per attrito. Siome nulla impedise

di supporre la temperatura T1 dei orpi he si fanno attrito maggiore di T2, avremo trasporto di alore da un

orpo freddo ad uno aldo senza dispendio di lavoro.

Il ragionamento seguente porta allo stesso risultato: sia anora τ il lavoro prodotto da una mahina M

assorbendo una quantità di alore Q da una sorgente la ui temperatura è T2. Assoiamo a questa un'altra

sorgente ad una temperatura superiore T1 e faiamo funzionare, nel senso retrogrado, una mahina termiaM ′

tra queste due sorgenti; potremo ottenere un lavoro −τ assorbendo una quantità di alore −Q1 dalla sorgente la

ui temperatura è T2. L'insieme delle due mahine M e M ′
produrrà un lavoro nullo assorbendo una quantità

di alore positiva Q +Q2 dalla sorgente la ui temperatura è T2 e edendo una quantità positiva Q1(he deve

essere evidentemente uguale a Q+Q2) alla sorgente la ui temperatura è T1. Avremo pertanto trasferito alore

dalla sorgente fredda alla alda senza spendere lavoro.

Così, uno degli enuniati delle sezioni �95 e 101 non può essere in errore senza he lo sia pure l'altro; di

onseguenza, questi due enuniati sono del tutto equivalenti.

104. Nell'enuniato della sezione �101, non si fa menzione della temperatura della sorgente he fornise il

alore: si può supporre he questa abbia un valore qualsiasi. Dimostriamo infatti he, se questo enuniato è

vero quando il alore è assorbito da una sorgente B a temperatura T2, lo è anora quando l'assorbimento del

alore è fatto da una sorgente A a temperatura T1.

La dimostrazione può evidentemente mostrare he, se fosse possibile produrre lavoro on la sola sorgente A,

sarebbe ugualmente possibile produrne on la sorgente B, indipendentemente dalla temperatura della sorgente.

Supponiamo dapprima T2 > T1. Con la sorgente A potremmo, seondo la nostra ipotesi, produrre un lavoro

τ assorbendo una quantità di alore Q1 da questa sorgente. Ma possiamo far funzionare una mahina nel verso

diretto tra le sorgenti B ed A, in modo da produrre una lavoro τ ′ assorbendo una quantità di alore Q2 dalla

sorgente alda B e edendo una quantità di alore Q1 alla sorgente fredda A. L'insieme di queste due operazioni

darà un lavoro positivo τ+τ ′; una quantità di alore Q2 sarà assorbita dalla sorgente B; quanto alla sorgente A,

essa riprenderà il suo stato iniziale. Avremo quindi prodotto lavoro assorbendo alore uniamente dalla sorgente

B.
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Ammettiamo ora he si abbia T2 < T1. In una prima operazione, potremo anora produrre un lavoro

τ assorbendo una quantità di alore Q1 dalla sorgente A. Prendiamo questa sorgente ome sorgente alda

di una mahina termia di ui B sarà la sorgente fredda. Se il ilo di questa mahina è hiuso, ome in

quello onsiderato nella �100, on due adiabatihe riunite da urve qualsiasi omprendenti le isoterme T1 e T2,

è possibile, fornendo un lavoro τ ′ a questa mahina, assorbire una quantità di alore Q2 dalla sorgente fredda

e ederne una quantità Q1 alla sorgente alda. Di onseguenza, al termine di queste due operazioni, questa

sorgente alda A ritornerà al suo stato iniziale, e sarà prodotto un lavoro τ − τ ′. Ora questo lavoro è positivo;

infatti, dal prinipio di equivalenza,

Q1 = Aτ Q2 −Q1 = −Aτ
′

di onseguenza,

Q2 = A
(

τ − τ
′

)

siome il alore Q2 fornito al orpo he si trasforma è positivo, anhe il lavoro τ − τ ′ deve esserlo. Avremo

quindi anora produzione di un lavoro positivo assorbendo alore dalla sorgente B.

105. Possiamo allo stesso modo dimostrare he se il prinipio di Clausius, enuniato nella forma della �99,

è vero quando i due orpi onsiderati A
′

e B
′

sono a temperature T
′

1 e T
′

2, lo è anhe per due altri orpi A e B

a temperature qualsiasi T1 e T2.

In base a quanto detto alla � 102, se il prinipio di Clausius non si appliasse ai orpi A e B, sarebbe

possibile produrre lavoro assorbendo alore da uno solo di essi. Ma, seondo il paragrafo preedente, questa

produzione di lavoro potrebbe ugualmente avvenire assorbendo alore da una parte qualsiasi dei orpi A
′

e B
′

,

da B
′

per esempio, di ui supporremo he si trovi ad una temperatura inferiore a quella di A
′

. Trasformando

questo lavoro in alore per attrito, potremo saldare il orpo A
′

, e avremo trasporto di alore da un orpo B
′

a

un orpo più aldo A
′

senza onsumo di lavoro. Di onseguenza, se il prinipio di Clausius è falso per i orpi A

e B, lo è anhe per i orpi A
′

e B
′

posti a temperature qualsiasi. È quindi dimostrato he, se questo prinipio

è vero per due orpi a temperature stabilite, non può essere in errore per orpi a diverse temperature.

Una onseguenza importante di questa dimostrazione è he il prinipio di Clausius non potrà essere falso,

nel aso di temperature molto elevate, osì ome per temperature ordinarie. Poihé in quest'ultimo aso questo

prinipio è sempre stato veri�ato, possiamo appliarlo ai orpi le ui temperature sono molto elevate (o molto

basse).

Abbiamo in preedenza visto, alla �15, he se due orpi sono in equilibrio di temperatura on un terzo, sono

in equilibrio tra loro. questo fatto sperimentale è un aso partiolare del prinipio di Clausius.

Infatti, si vede dapprima he è un aso limite del seguente enuniato più generale: Se il orpo A può edere

alore al orpo B in modo tale he la sua temperatura debba essere onsiderata più elevata, e se il orpo B può

edere alore al orpo C di modo he

temp.A > temp.B temp.B > temp.C

non può suedere he il orpo C possa edere alore ad A, iò he presupporrebbe

temp.A < temp.C

E, in e�etti, B potrebbe edere alore a C, he lo ederebbe poi ad A, di modo he, in�ne, il orpo freddo

B avrebbe eduto alore al orpo aldo A, ontrariamente al prinipio di Clausius.



CAPITOLO 8

ALCUNE CONSEGUENZE DEL PRINCIPIO DI CARNOT.

ENTROPIA. - FUNZIONI CARATTERISTICHE

106. Segni delle quantità di alore messe in gioo in una mahina termia.

Abbiamo ammesso �n qui he quando una mahina termia funziona nel senso diretto, ioè produendo

un lavoro positivo τ , la quantità di alore Q1 presa dalla sorgente alda e la quantità Q2 eduta alla sorgente

fredda sono positivi. Non è evidente, ma il prinipio di Clausius permette di dimostrarlo.

Dal prinipio di equivalenza, abbiamo

Q1 −Q2 = Aτ

Poihé τ è positivo, la di�erenza Q1 −Q2 è positiva. Se quindi Q2 è positivo, Q1 lo è pure. Basta,

quindi, dimostrare he Q2 non può essere negativo.

Ammettiamo he Q2 sia negativo e sia −Q
′

2 il suo valore. Allora, per produrre il lavoro τ , la mahina fa

un assorbimento di alore dalle due sorgenti: essa assorbe Q1 dalla sorgente alda, Q
′

2 dalla sorgente fredda.

Ora, possiamo far passare una quantità di alore Q
′

2 dalla sorgente alda alla sorgente fredda senza produrre

né spendere lavoro e riportare osì la sorgente fredda al suo stato iniziale. Dall'insieme delle due operazioni,

produrremo un lavoro positivo τ assorbendo una quantità di alore Q1 + Q
′

2 uniamente alla sorgente alda.

Essendo questa onseguenza ontraria al prinipio di Clausius, Q2 non può essere negativo.

107. Alune proprietà delle isoterme e delle adiabatihe.

Questo stesso prinipio permette di dimostrare alune proprietà delle linee isoterme e delle linee adiabatihe.

1° Una isoterma e una adiabatia non possono inontrarsi in due punti.

Siano ACB e ADB (�g. 14) una isoterma e una adiabatia he si interseano nei punti A e B. Se un orpo

desrive il ilo hiuso ACDB nel verso indiato dalle lettere, produe un lavoro positivo τ assorbendo una

quantità di alore positiva Q1. Questa quantità Q1 è uguale all'integrale

´

dQ alolato solo lungo l'isoterma,

poihé per ogni elemento dell'adiabatia dQ è nullo. Se per ogni elemento dell'isoterma dQ è positivo, possiamo

onsiderare il alore rievuto dal orpo he si trasforma ome fornito da un orpo ad una temperatura più elevata

dell'isoterma; avremo quindi produzione di lavoro assorbendo alore da una sola sorgente, iò he ontraddie

il prinipio di Clausius.

Arriveremmo alla stessa onlusione se supponessimo he dQ non ha lo stesso segno per tutti gli elementi

dell'isoterma. Ammettiamo, per esempio, he dQ sia negativo da A a C e positivo da C a B. Congiungiamo il

punto C ai punti A e B on arhi di urva he di�erisono poo dall'isoterma, ma posti l'uno sotto, l'altro sopra

questa linea. Per l'uno di questi arhi, la temperatura è inferiore a quella dell'isoterma; per l'altro, è superiore;

supponiamo he a un aro posto al di sopra dell'isoterma orrisponda una temperatura più elevata, e siano

AMC e CNB gli arhi he unisono C ad A e a B. Se il orpo he si trasforma desrive il ilo AMCNBD, il

lavoro prodotto sarà uguale a τ , a meno di in�nitesimi; d'altra parte, il orpo ederà alore lungo l'aro AMC

e ne assorbirà lungo l'aro CNB, poihé, essendo questi arhi in�nitamente viini all'isoterma, le quantità

dQ he si riferisono ad elementi orrispondenti possono di�erire solo di in�nitesimi e hanno di onseguenza

lo stesso segno. Ora, il alore eduto lungo AMC può essere assorbito da una sorgente la ui temperatura

è quella dell'isoterma, essendo inferiore a quella del orpo he si trasforma seondo AMC; l'assorbimento di

alore risultante dalla trasformazione CNB può avvenire anhe dalla stessa sorgente, poihé il orpo è allora

ad una temperatura inferiore a quella di questa sorgente. Avremo quindi anora produzione di lavoro on una

sola sorgente.

55
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Così, qualunque sia il segno di dQ, una adiabatia e una isoterma non possono inontrarsi in due punti.

108. 2° Una adiabatia e una isoterma non possono intersearsi.

Infatti, se l'adiabatia DE fosse tangente all'isoterma ABC, una isoterma in�nitamente viina A′B′C′

interseherebbe l'adiabatia in due punti.

109. 3° Due adiabatihe non possono intersearsi.

Se noi onsideriamo il ilo formato dalle due adiabatihe AB e AC (�g.16), he si interseano nel punto A, e

tramite l'isoterma BC, arriveremo, ripetendo il ragionamento della �107, ad una onseguenza in ontraddizione

on il prinipio di Clausius.

110. 4° Lunga un'adiabatia la temperatura varia sempre nello stesso verso.

Se avvenisse diversamente in due punti dell'adiabatia, la temperatura potrebbe avere lo stesso valore e, di

onseguenza, una stessa isoterma taglierebbe l'adiabatia in due punti.

111. 5° Lungo una isoterma la quantità di alore dQ fornito al orpo e orrispondente a un elemento di

questa linea ha sempre lo stesso segno.

Infatti, la quantità dQ non può ambiare segno se non passando per il valore nullo; al punto orrispondente

a dQ = 0, l'isoterma onsiderata sarà tangente ad una adiabatia, ondizione he non si può veri�are.

112. Cilo di Carnot.

Da queste proprietà deriva he, se traiamo due isoterme e due adiabatihe, possiamo avere solo quattro

punti di intersezione. Dobbiamo quindi rappresentare un ilo di Carnot on un quadrilatero urvilineo ABCD

(�g. 17).
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Tuttavia faiamo un'ulteriore ipotesi: ammettiamo impliitamente he due isoterme non possano inon-

trarsi. In generale, questa ipotesi è esatta; ma, per erti orpi he, ome l'aqua, presentano un massimo di

densità a valori determinati di p e v possono orrispondere due valori della temperatura; le due isoterme relative

a queste temperature pertanto si interseano. Ma questo è un aso eezionale; osì lo laseremo da parte.

D'altra parte non ostituise una di�oltà, poihé prendendo v e T ome variabili indipendenti, invee di p e

v, avremo quattro punti di inontro.

113. Consideriamo un orpo il ui punto rappresentativo desrive un ilo di Carnot. Lungo l'isoterma AB,

assorbe una quantità di alore Q1 uguale al valore dell'integrale

´ B

A
dQ; lungo l'isoterma DC, questo orpo ede

una quantità di alore Q2 il ui valore è −
´ C

D
dQ o

´D

C
dQ, essendo l'elemento dQ di questi integrali

dQ = C
dT

dv
dv +

dT

dp
dp

Mostriamo he Q1 e Q2 sono positivi.

Essendo il ilo desritto nel senso diretto, il lavoro prodotto τ è positivo; poihé si ha

Aτ = Q1 −Q2

la di�erenza Q1 −Q2 è positiva e non si può avere

Q1 < 0 e Q2 > 0

È ugualmente impossibile he Q1 e Q2siano negativi, ioè he il alore sia eduto dal orpo lungo AB e

assorbito lungo CD. Infatti, il alore Q1 eduto lungo AB potrebbe essere assorbito da una sorgente la ui

temperatura T sarebbe ompresa tra T1 e T2. Questa stessa sorgente potrebbe fornire la quantità di alore Q2

he il orpo assorbe lungo CD. Avremmo pertanto una mahina termia funzionante on una sola sorgente.

Ci resta solo da mostrare he non si può avere Q1 > 0 e Q2 < 0. In questo aso, il orpo assorbirebbe

quantità di alore positive lungo AB e lungo CD. Queste quantità di alore potrebbero essere fornite da una

sorgente la ui temperatura T sarebbe superiore a T1; avremmo quindi anora produzione di lavoro on una

sola sorgente.

Così quando il ilo di Carnot è desritto nel senso diretto, τ, Q1 e Q2 sono quantità positive. Se le

desriviamo nel verso ontrario, τ sarà negativo; la quantità di alore Q1 assorbita lungo BA e la quantità

Q2eduta lungo DC saranno pure negative. Abbiamo altresì mostrato (�39) he è possibile onsiderare la

quantità Q1ome eduta alla sorgente a temperatura T1 e la quantità Q2 ome assorbita dalla sorgente la ui

temperatura è T2.

114. Il rendimento di un ilo di Carnot dipende solo dalle temperature delle isoterme.

Ritorniamo sulla dimostrazione del teorema di Carnot, erando di liberari da una obiezione più speiosa

veramente grave. In questa dimostrazione, si suppone he le temperature T1 e T2 delle due isoterme sono le

stesse delle due sorgenti; ora, lo sambio di alore non può avvenire se non tra due orpi he si trovano a

temperature di�erenti.

Un ilo di Carnot è interamente determinato quando si onosono le adiabatihe e le isoterme he lo for-

mano. Quando la relazione fondamentale del orpo he si trasforma è assegnata, le isoterme sono determinate

dalle loro temperature T1 e T2, le adiabatihe dai valori orrispondenti di una qualunque delle variabili indipen-

denti, ad esempio i valori v1 e v2 del volume spei�o. Il rendimento di un ilo di Carnot è quindi una funzione
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di queste quattro quantità T1, T2, v1, v2 e del orpo C he si trasforma, poihé dalla natura di questo orpo

dipende la forma della relazione fondamentale. Poniamo quindi

τ

Q1

= f (T1, T2, v1, v2, C)

Questa funzione f è una funzione ontinua delle quantità T1, T2, v1, v2 poihé, se le si fa variare in modo

ontinuo, il ilo si deforma allo stesso modo e i valori di τ e Q sono ontinui. Dimostriamo he esso dipende

solo dalle temperature delle isoterme.

115. Consideriamo due orpi C e C
′

he si trasformano tra le stesse sorgenti di alore desrivendo ili

K e K ′
, il primo nel senso diretto, il seondo nel senso inverso. A�nhé iò sia possibile, è neessario he le

temperature soddis�no a erte ineguaglianze: siano T1 e T2 le temperature delle due sorgenti alda e fredda, T
′

1

e T
′

2 quelle delle isoterme del primo ilo, T
′′

1 , T
′′

2 quelle delle isoterme del seondo ilo; si deve avere

T
′′

1 > T1 > T
′

1 > T
′

2 > T2 > T
′′

2

Chiamiamo on τ il lavoro prodotto dal primo orpo, Q1 la quantità di alore he assorbe dalla sorgente

alda, Q2 quella he ede alla sorgente fredda, e indihiamo on −τ, −Q
′

1, −Q
′

2 i valori delle stesse quantità he

orrispondono al seondo ilo. Dimostriamo he si ha

τ

Q1

≦
τ

Q
′

1

Prendiamo una mahina funzionante nel verso diretto seondo il ilo K e gli assoiamo una mahinaM
′

funzionante nel senso inverso, seondo il ilo K
′

. Se m e m
′

sono le masse dei orpi C e C′
he si trasformano

in queste mahine, avremo per il alore assorbito dalla sorgente alda nel loro insieme

mQ1 −m
′

Q
′

1

Essendo le quantità Q1 e Q
′

1 positive (� 106), possiamo prendere per m e m′
valori tali he questa quantità

sia nulla. Ma allora il lavoro prodotto dalle due mahine mτ −m
′

τ
′

non può essere positivo, poihé avremmo

produzione di lavoro on una sola sorgente di alore; serve quindi

mτ −m
′

τ
′

≦ 0

o, sostituendo m e m′
on le quantità

1

Q1
e

1

Q
′

1

he gli sono proporzionali in base all'ipotesi he abbiamo fatto,

τ

Q1

−
τ

′

Q
′

1

≦ 0

Il oe�iente di un ilo desritto nel senso diretto è quindi al più uguale a quello di un ilo nel senso

inverso.

116. Consideriamo ora due ili di Carnot K e K ′
de�niti dalle quantità T

′

1, T
′

2, v
′

1, v
′

2 per il primo,

T
′′

1 , T
′′

2 , v
′′

1 , v
′′

2 per il seondo. Faiamo desrivere al orpo C il primo ilo nel senso diretto e al orpo C
′

il

ilo K
′

nel senso inverso tra due stesse sorgenti di alore le ui temperature sono T1 e T2. A�nhé iò sia

possibile dobbiamo avere, ome già detto

T
′

1 < T1 T
′

2 > T2 T
′

1 > T1 T
′

2 < T2

e se queste ondizioni vengono realizzate avremo, per quanto detto nel preedente paragrafo,

f (T ′

1, T
′

2, v
′

1, v
′

2, C) ≤ f
(

T
′′

1 , T
′′

2 , v
′′

1 , v
′′

2 , C
′

)

(8.0.32)

Se supponiamo he le temperature delle isoterme e delle sorgenti soddis�no alle diseguaglianze

T
′

1 > T1 T
′

2 < T2 T
′′

1 < T1 T
′

2 > T2

possiamo desrivere il ilo K nel senso inverso e il ilo K
′

nel senso diretto: di onseguenza abbiamo

(8.0.33) f
(

T
′

1, T
′

2, v
′

1, v
′

2, C
)

≥ f
(

T
′′

1 , T
′′

2 , v
′′

1 , v
′′

2 , C
′

)

La funzione f è ontinua, e quindi possiamo far tendere T
′

1 e T
′′

1 verso T1 e T
′

2 e T
′′

2 verso T2 senza he i

segni delle diseguaglianze 8.0.32 e 8.0.33 ambino; avremo quindi, al limite,

f
(

T1, T2, v
′

1, v
′

2, C
)

≤ f
(

T1, T2, v
′′

1 , v
′′

2 , C
′

)

f
(

T1, T2, v
′

1, v
′

2, C
)

≥ f
(

T1, T2, v
′′

1 , v
′′

2 , C
′

)

diseguaglianze he non possono essere ontemporaneamente veri�ate a meno he si abbia

f
(

T1, T2, v
′

1, v
′

2, C
)

= f
(

T
′′

1 , T
′′

2 , v
′′

1 , v
′′

2 , C
′

)
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Il valore della funzione f non deve quindi dipendere dai valori di v1 e di v2 né dalla natura del orpo C;

in una parola, la funzione di Carnot dipende solo dalle temperature T1 e T2 delle isoterme. Abbiamo visto he

Carnot era giunto a questa onlusione pur basandosi su nozioni inesatte.

117. Il rendimento di un ilo qualunque è al più uguale a quello di un ilo di Carnot.

Siano K un ilo qualsiasi e K
′

un ilo di Carnot funzionante tra le stesse sorgenti. Possiamo desrivere

il ilo K
′

nel senso inverso; basta per questo he le temperature T
′

1 e T
′

2 delle isoterme del ilo omprendano

tra di esse le temperature T1 e T2 delle sorgenti. Dalla �115, il rendimento

τ
Q1

del ilo K è al più uguale al

oe�iente

τ
′

Q
′

1

del ilo K
′

. Quest'ultimo è uguale alla funzione di Carnot relativa a questo ilo, funzione he

possiamo srivere f
(

T
′

1, T
′

2

)

poihé dipende solo da T
′

1 e T
′

2; abbiamo quindi

τ

Q1

≦ f
(

T
′

1, T
′

2

)

Ma possiamo onsiderare le temperature delle isoterme ome in�nitamente poo di�erenti da quelle delle

sorgenti; essendo la funzione f ontinua, avremo al limite

τ

Q1

≦ f (T1, T2)

Il rendimento di un ilo qualsiasi è quindi al più uguale a quello di un ilo di Carnot le ui temperature

delle isoterme sono quelle delle sorgenti.

118. Espressione della funzione di Carnot.

Abbiamo visto (� 43) he l'ipotesi della onservazione del alorio ondusse a onsiderare la funzione di

Carnot ome la di�erenza f (T1) − f (T2) di due funzioni in una sola variabile, e abbiamo detto he questa

onseguenza era inesatta. Mostriamolo e erhiamo il valore di questa funzione.

Consideriamo tre isoterme AB, CD, EF (�g. 18) orrispondenti alle temperature T1, T2, T3 e he si

interseano on due adiabatihe AE e BF . Siano

Q1 =

ˆ B

A

dQ Q2 =
´D

C
dQ Q3 =

ˆ f

E

dQ

le quantità di alore he bisogna fornire al orpo he si trasforma quando il suo punto rappresentativo desrive

gli arhi AB, CD, EF di queste isoterme. Per il ilo di Carnot, abbiamo

τ

Q1

= f (T1, T2)

e, dal prinipio di equivalenza,

Q1 −Q2 = Aτ

Da queste due uguaglianze otteniamo

Q2

Q1

= 1−A
τ

Q1

= 1−Af (T1, T2)

Possiamo quindi srivere

Q1

Q2

= ϕ (T1, T2)

Per i due ili CDFE e ABFE, avremo pure

Q2

Q3
= ϕ (T2, T3)

Q1

Q3
= ϕ (T1, T3)

Queste tre ultime uguaglianze danno

ϕ (T1, T2) =
ϕ (T1, T3)

ϕ (T2, T3)
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o, pensando a T3 ome una ostante,

ϕ (T1, T2) =
ϕ (T1)

ϕ (T2)

Abbiamo quindi, dal valore di ϕ,

1−Af (T1, T2) =
1

ϕ (T1, T2)
=
ϕ (T2)

ϕ (T1)

e traiamo da questa relazione

Af (T1, T2) =
ϕ (T1)− ϕ (T2)

ϕ (T1)

119. De�nizione della temperatura assoluta.

Ma f (T1, T2) è positivo, poihé il suo valore è

τ
Q1

e i due termini τ e Q1 di questo rapporto sono positivi

o negativi allo stesso tempo. Di onseguenza, ϕ (T1) − ϕ (T2) è positivo; in altre parole, ϕ (T ) è una funzione

resente on T . Ora, abbiamo evidenziato (� 17) he la temperatura di un orpo è ben de�nita, sia per la

misura t per mezzo di un termometro qualunque, sia per il valore di una funzione θ (t) di questa temperatura

soggetta solo alla ondizione di essere resente assieme a t. Possiamo quindi valutare le temperature dai valori

della funzione ϕ (T ). Questa sarà la funzione ϕ (T ) osì de�nita he hiameremo temperatura assoluta. È la

de�nizione he abbiamo annuniato (�17) e he non ontiene più nulla di arbitrario. Indiheremo ormai questa

temperatura assoluta on T , poihé la de�nizione di T era rimasta �nora arbitraria. Vedremo (�141) ome la

temperatura assoluta osì de�nita può essere determinata sperimentalmente. Avremo allora

Af (T1, T2) =
T1 − T2

T1

e di onseguenza

f (T1, T2) = E
T1 − T2

T1

tale è l'espressione rigorosa della funzione di Carnot. Ne risulta per il valore del rendimento di un ilo di

Carnot

τ

Q1

=
T1 − T2

T1

Se portiamo questo valore della funzione di Carnot nella relazione

Q1 −Q2 = Aτ

fornita dal prinipio di equivalenza, otteniamo

Q1 −Q2 = Q1

T1 − T2

T1

e di onseguenza

Q1

T1
−
Q2

T2
= 0

Si può esprimere questo risultato diendo he il valore dell'integrale

´

dQ
T

alolato lungo un ilo di Carnot

è nullo, rappresentando dQ il alore assorbito dal orpo he si trasforma quanto il suo punto rappresentativo

desrive un elemento del ilo.

Infatti, essendo la temperatura ostante quando il punto si muove su una isoterma, avremo, per l'isoterma

AB,
ˆ

dQ

T
=

1

T1

ˆ B

A

dQ =
Q1

T1

e, per l'isoterma DC,
ˆ

dQ

T
=

1

T2

ˆ C

D

dQ = −
1

T2

ˆ C

D

dQ = −
Q2

T2

Lungo le adiabatihe dQ è nullo; di onseguenza, il valore dell'integrale per il ilo di Carnot ompleto si ridue

alla somma dei valori preedenti; abbiamo quindi

ˆ

dQ

T
=
Q1

T1
−
Q2

T2
= 0
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120. Teorema di Clausius.

Clausius ha mostrato he l'integrale

´

dQ
T

è anora nullo quando un orpo, il ui stato è ompletamente

de�nito da due variabili p e v, desrive un qualsiasi ilo hiuso.

Il alore assorbito da un orpo in una trasformazione elementare ha ome espressione (�25)

dQ = C
dT

dv
dv + c

dT

dp
dp

Abbiamo quindi per l'integrale onsiderato

ˆ

dQ

T
=

ˆ

C

T

dT

dv
dv +

ˆ

c

T

dT

dp
dp

o

(8.0.34)

ˆ

dQ

T
=

ˆ

Mdv +Ndp

ponendo

M =
C

T

dT

dv
N =

c

T

dT

dp

Ma si può trasformare l'integrale urvilineo he forma il seondo membro dell'uguaglianza 8.0.34 in un

integrale doppio esteso all'area delimitata dal ilo hiuso; otteniamo e�ettuando tale trasformazione

ˆ

dQ

T
=

ˆ
(

dM

dp
−
dN

dv

)

dpdv

Di onseguenza, per dimostrare he l'integrale

´

dQ
T

è nullo, basta far vedere he si ha

(8.0.35)

dM

dp
−
dN

dv
= 0

in tutti i punti interni al ilo hiuso.

Ammettiamo he, per una erta regione interna del ilo, la di�erenza preedente sia positiva. Per un ilo

hiuso interamente ompreso in questa regione avremo

´

dQ
T
> 0, poihé tutti gli elementi dell'integrale saranno

positivi. Nulla vieta di ammettere he questo ilo hiuso è un ilo di Carnot. Si può sempre infatti ostruire

un ilo di Carnot on due adiabatihe e due isoterme molto ravviinate a�nhé il ilo sia ompletamente

ontenuto in una regione del piano osì piola a piaere. Arriveremo allora alla onlusione he l'integrale

´

dQ
T

può essere positivo per un ilo di Carnot; essendo questa onlusione in ontraddizione on la proprietà

dimostrata nel paragrafo preedente, la di�erenza

dM
dp

− dN
dv

non può essere positiva. Non può nemmeno essere

negativa, poihé lo stesso ragionamento mostrerebbe he l'integrale

´

dQ
T

potrebbe essere negativo per un ilo

di Carnot. L'uguaglianza 8.0.35 deve quindi essere soddisfatta in tutte le regioni del ilo per quanto piole

siano e l'integrale onsiderato è nullo.

121. Entropia

Supponiamo sempre he il orpo he si trasforma è tale he il suo stato sia ompletamente de�nito dalle

due variabili p e v, e onsideriamo due stati di questo orpo determinati dai punti M e N (�g. 19).

Indihiamo on a il valore dell'integrale

´

dQ
T

quando il punto rappresentativo passa da M a N lungo il

perorso MPN . Se si desrive quest'ultimo tratto nel senso inverso, da N a M , il valore di

´

dQ
T

è −b, poihé
il segno di dQ ambia on il verso nel quale è desritto l'elemento orrispondente. Abbiamo quindi per il ilo

hiuso MPNQM , desritto nel senso indiato dalle lettere,

ˆ

dQ

T
= a− b

Seondo il teorema di Clausius, questo integrale è nullo si deve avere a = b; il valore dell'integrale
´

dQ
T

è

quindi indipendente dalle trasformazioni subite dal orpo per passare da uno stato ad un altro, e dipende solo

da questi stati. In altri termini, questo integrale è una funzione di p e di v he dipende solo dai valori delle

variabili agli estremi.



123. IL TEOREMA DI CLAUSIUS CONSIDERATO COME SECONDO PRINCIPIO DELLA TERMODINAMICA. 62

A questa funzione si è dato il nome di entropia del orpo; l'entropia S di un orpo è determinata quindi a

meno di una ostante; il suo di�erenziale è

dS =
dQ

T
Se introduiamo questa funzione nell'enuniato del teorema di Clausius, esso diviene: Quando un orpo, il

ui stato è ompletamente de�nito per mezzo di due variabili, desrive un ilo hiuso, la variazione della sua

entropia è nulla.

122. L'entropia di un sistema isolato aumenta ostantemente.

L'entropia S di un sistema è la somma

S = S1 + S2 + S3 + ...+ Sn

delle entropie dei orpi A1, A2, ..., An he ostituisono il sistema. Mostriamo he, quando un sistema isolato si

trasforma, la sua entropia rese ostantemente.

Qualunque siano le trasformazioni del sistema, l'entropia di uno dei orpi non può variare a meno he

rieva del alore, o prodotto per attrito a spese della forza viva del sistema, o assorbito per onduibilità o

irraggiamento da altri orpi del sistema, poihé questo sistema è supposto isolato. La distruzione di lavoro per

attrito aumenta l'entropia dei orpi he si fanno attrito, poihé questi orpi rievono in tal modo alore e di

onseguenza dSi =
dQi

Ti
è una quantità positiva per questi orpi. Supponiamo ora he un orpo del sistema

assorba o eda alore per onduibilità o irraggiamento; questo orpo potrà assorbirne solo dagli altri orpi del

sistema he si trovano a temperatura più elevata, né ederne se non ad altri orpi he sono a temperatura più

bassa. Ci rimane pertanto da mostrare he l'entropia del sistema aumenta quando si stabilise un trasporto di

alore da un orpo aldo a uno freddo.

Siano T1 la temperatura di uno dei orpi e dQ1 la quantità di alore he esso rieve; siano T2 e dQ2 i valori

delle stesse quantità per l'altro orpo. Supponiamo T1 > T2; allora dQ1 è negativo e dQ2 positivo; d'altra parte

dQ1 = −dQ2

poihé il passaggio di alore avviene senza produzione di lavoro. La variazione della somma delle entropie dei

due orpi è

dS1 + dS2 =
dQ1

T1
+
dQ2

T2
o, tenendo onto della relazione tra dQ1 e dQ2,

dS1 + dS2 = dQ2

(

1

T2
−

1

T1

)

In base alle nostre ipotesi, dQ1, è positivo; il fattore
1

T2
− 1

T1
lo è pure; di onseguenza, vi è aresimento

di entropia del sistema.

123. Il teorema di Clausius onsiderato ome seondo prinipio della Termodinamia.

Il teorema di Clausius può essere onsiderato ome seondo prinipio della Termodinamia. Mostriamo

infatti he ontiene l'assioma di Clausius enuniato sotto la seonda forma.

Se fosse possibile produrre lavoro on una sola sorgente di alore, si potrebbe pensare he da una serie di

trasformazioni tutti orpi di un sistema riprenderebbero il loro stato iniziale, salvo la sorgente dalla quale si

assorbe alore. L'entropia di questa sorgente diminuirebbe mentre le entropie di tutti gli altri orpi riaquis-

terebbero i loro valori iniziali; di onseguenza, l'entropia totale del sistema diminuirebbe, la qual osa non può

avvenire per le onseguenze he abbiamo dedotto dal teorema di Clausius. Non si può quindi produrre lavoro

on una sola sorgente.

Avendo dimostrato he le due forme dell'assioma di Clausius sono equivalenti e he l'enuniato di Carnot

è una onseguenza dell'una o dell'altra di queste forme, risulta immediatamente da quanto detto he l'enun-

iato iniziale di Clausius e l'enuniato di Carnot possono essere dedotti dal teorema di Clausius. Mostriamo

direttamente he la proposizione di Carnot è una onseguenza del teorema di Clausius.

124. Consideriamo un ilo di Carnot. Siano Q1 la quantità di alore assorbita dalla sorgente alda la ui

temperatura T1 è quella di una isoterma del ilo, e Q2 la quantità eduta alla sorgente la ui temperatura T2
è quella dell'altra isoterma. Dal teorema di Clausius avremo

ˆ

dQ

T
=
Q1

T1
−
Q2

T2
= 0

e di onseguenza

Q1 −Q2

Q1

=
T1 − T2

T2
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o

τ

Q1

=
1

A

T1 − T2

T2
il rendimento di un ilo di Carnot dipende quindi solo dalle temperature delle isoterme, iò he è onforme al

teorema di Carnot.

Per ompletare la dimostrazione di questo teorema bisogna mostrare he il rendimento di un ilo hiuso

qualsiasi non può essere maggiore di quello di un ilo di Carnot.

La quantità di alore dQ assorbita dal orpo he si trasforma in una trasformazione elementare si può

onsiderare ome la di�erenza

dQ = dQ1 − dQ2

della quantità di alore dQ1 assorbita dalla sorgente alda e dalla quantità dQ2 eduta alla sorgente fredda. Se

supponiamo dQ1 positivo, la temperatura T1 della sorgente alda deve essere maggiore della temperatura T del

orpo he assorbe alore; abbiamo quindi

dQ1

(

1

T
−

1

T1

)

> 0

Se supponiamo dQ1 negativo, ioè se ammettiamo he il orpo he si trasforma ede alore alla sorgente

alda, la temperatura T1 di questa sorgente deve essere inferiore alla temperatura T del orpo; i due fattori del

primo membro della diseguaglianza preedente sono quindi entrambi negativi e di onseguenza la diseguaglianza

è anora soddisfatta. Ne dedurremo

ˆ

dQ1

T
>

ˆ

dQ1

T1
o, poihé la temperatura T1 della sorgente è ostante,

(8.0.36)

ˆ

dQ1

T
>
Q1

T1

essendo Q1 la quantità di alore totale assorbita dalla sorgente alda quando il orpo desrive l'intero ilo.

Come in preedenza si vedrà he, qualunque sia il segno di dQ2, si ha

dQ2

(

1

T
−

1

T1

)

< 0

Ne dedurremo

(8.0.37)

ˆ

dQ2

T
<
Q2

T2

Di onseguenza, se nell'uguaglianza data dal teorema di Clausius,

ˆ

dQ

T
=

ˆ

dQ1

T
−
ˆ

dQ2

T
= 0

sostituiamo gli integrali nei seondi membri delle diseguaglianze 8.0.36 e 8.0.37, avremo

Q1

T1
−
Q2

T2
< 0

Da questa diseguaglianza, risulta

Q1 −Q2

Q1

<
T1 − T2

T1
o

τ

Q1

<
1

A

T1 − T2

T1
iò he dimostra he il rendimento di un ilo hiuso qualsiasi è minore di quello di un ilo di Carnot.

125. Funzioni aratteristihe di M. Massieu

Il teorema di Clausius i ha portato all'introduzione di una nuova funzione di stato di un sistema: la sua

entropia S.

Se prendiamo ome variabili indipendenti he de�nisono lo stato di un sistema la pressione p e il volume

spei�o v, dovremo onsiderare, nelle appliazioni, tre funzioni di queste variabili: la temperatura T , l'energia

interna U e l'entropia S.

I due prinipi fondamentali della Termodinamia fornisono due relazioni tra U, S e le variabili, e sembra

he la onosenza di una delle funzioni T, U, S possa onsentire la determinazione delle altre due in funzione

di variabili. Ma, le due relazioni fondamentali sono equazioni alle derivate parziali e tale determinazione risulta

periò impossibile.

M. Massieu ha mostrato he, se si selgono ome variabili indipendenti v e T o p e T , esiste una funzione, del

resto sonosiuta, dalla quale le tre funzioni di variabili p, U, S nel primo aso, v, U, S nel seondo, si possono
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dedurre failmente. M. Massieu ha dato a questa funzione, la ui forma dipende dalla selta delle variabili, il

nome di funzione aratteristia.

126. Prendiamo v e T ome variabili indipendenti e erhiamo la orrispondente funzione aratteristia.

Il prinipio di equivalenza i o�re la relazione

dQ = dU +Apdv

il prinipio di Carnot,

dQ

t
= dS

Ne deduiamo

TdS − dU = Apdv

o

d (TS)− dU = SdT + apdv

Se poniamo

H = TS − U

questa relazione diventa

dH = SdT +Apdv

Avremo quindi

S = dH
dT

Ap = dH
dv

U = TS −H = T dH
dT

−H

La funzione H permette anhe di determinare le funzioni p, U, S delle variabili selte: è quindi la funzione

aratteristia di M. Massieu.

127. Se si assumono ome variabili indipendenti p e T , la funzione aratteristia è

H
′

= H −Apv

Avremo infatti

dH
′

= dH −Apdv −Avdp

o, sostituendo dH on il valore trovato in preedenza,

dH
′

= SdT −Avdp

da ui traiamo per i valori delle funzioni S e v,

S =
dH

′

dT
Av = −

dH
′

dp

Per l'energia interna avremo

U = TS −H = TS −H
′

−Apv

o

U = T
dH

′

dT
−H

′

+ p
dH

′

dp

Poihé dalle funzioni di M. Massieu si possono dedurre le altre funzioni delle variabili, tutte le equazioni

della Termodinamia potranno sriversi in modo da ontenere solo queste funzioni e le loro derivate; ne risulterà

pertanto, in erti asi, una notevole sempli�azione. Vedremo presto una importante appliazione di queste

funzioni.



CAPITOLO 9

STUDIO DEI GAS

128. Diversi modi di espandere un gas

Nel Capitolo V, dediato alla veri�a del prinipio di equivalenza on l'ausilio dei gas, i ha già indiato

alune proprietà di questi �uidi. Abbiamo visto he, se si ammette la legge di Mariotte e quella di Gay-Lussa,

l'espansione isoterma di un gas è rappresentata dalla urva la ui equazione è

pv = cost

e he l'equazione della urva rappresentativa di una espansione adiabatia è

pc
C
c = cost

Evidenziamo he, per una espansione adiabatia,

´

dQ
T

è nullo, poihé dQ è nullo per ogni trasformazione

elementare. L'entropia del gas rimane ostante durante una trasformazione adiabatia; le si dà il nome di

espansione isoentropia.

Abbiamo pure studiato un terzo modo di espandere un gas: quella he si produe nell'esperienza di Joule

(�66). In questa espansione il gas non assorbe né ede alore dall'esterno; si avviina quindi alla espansione

isoentropia. Tuttavia queste due espansioni non possono essere onfuse, poihé abbiamo fatto osservare (�68)

he l'esperienza di Joule onsiste di due fasi: in una il gas si ra�redda omuniando forza viva alle sue moleole,

nell'altra questo aumento di forza viva è soppresso on produzione di alore. Del resto l'espansione isoentropia

è reversibile (�37); al ontrario, l'espansione dei gas nell'esperienza di Joule non è reversibile, poihé durante

questa espansione il gas non ompie lavoro e, per riportarlo al suo volume iniziale, è neessario omprimerlo e

di onseguenza ompiere un lavoro. Ciò era del resto prevedibile, poihé nella seonda fase dell'esperienza le

moleole sfregano le une on le altre e la produzione di alore per attrito è un fenomeno irreversibile. Questa

partiolare espansione è detta espansione isodinamia. Non essendo prodotto né distrutto alun lavoro esterno,

l'energia interna del gas non varia.

Le tre espansioni he abbiamo onsiderato sono aratterizzate rispettivamente dalle tre uguaglianze

T = cost S = cost U = cost

ioè le loro equazioni si ottengono srivendo he le funzioni T, S, U delle variabili indipendenti p e v sono ostanti.

129. Le leggi aratteristihe dei gas perfetti.

I gas obbedisono molto approssimativamente alle tre leggi seguenti: la legge di Mariotte, la legge di Joule,

la legge di Gay-Lussa. Si onsidera ome gas perfetto un �uido ipotetio he soddisfa esattamente a queste

leggi.

Ma possiamo prendere ome de�nizione di un gas perfetto: un gas he obbedise alle leggi di Mariotte e di

Joule. Mostriamo he, se queste due leggi sono soddisfatte, lo è anhe quella di Gay-Lussa.

La quantità di alore he bisogna fornire a un orpo in una trasformazione elementare è, seondo il prinipio

di equivalenza,

dQ = dU +Apdv

Abbiamo quindi, per la variazione di entropia del orpo,

(9.0.38) dS =
dQ

T
=
dU

T
+
Ap

T
dv

Dalla legge di Joule, l'energia interna di un gas è funzione della sola temperatura, U = ϕ (T ); di onseguenza,

dU

T
=
ϕ

′

(T )

T
dT

è un di�erenziale esatto. Anhe dS è un di�erenziale esatto. È neessario quindi, dalla relazione 9.0.38, he

Ap
T
dv sia pure un di�erenziale esatto. Questa ondizione esige he

p
T
sia una funzione solo di v; poniamo quindi

(9.0.39)

pψ (v)

pv
=

T

χ (T )
=

1

R

Poihé supponiamo he il gas obbedisa alla legge di Mariotte, abbiamo

(9.0.40) pv = χ (T )

65
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Le due relazioni 9.0.39 e 9.0.40 si oniliano solo se si ha

χ (T ) = RT ψ (v) =
v

R

essendo R una quantità ostante dipendente solo dalla natura del gas. In questo aso, abbiamo

pv = RT

Ritroviamo quindi la relazione fondamentale he abbiamo riavato (� 21) ammettendo le leggi di Mariotte

e Gay-Lussa. Essa i mostra he a pressione ostante il volume di un gas qualsiasi è proporzionale alla sua

temperatura assoluta; di onseguenza, il oe�iente di dilatazione deve avere lo stesso valore per tutti i gas: è

proprio la legge di Gay-Lussa.

Se quindi esistesse un gas perfetto, un termometro ostruito on questo gas indiherebbe rigorosamente la

temperatura assoluta.

130. Inversamente, un gas he obbedise alle leggi di Mariotte e Gay-Lussa soddisfa pure la legge di Joule.

Si ha, infatti,

dS =
dU

T
+
Ap

T
dv =

dU

T
+
ARdv

v

Siome dS è un di�erenziale esatto. A e R ostanti,

dv
v

un di�erenziale esatto, è neessario he

dU

T

sia un di�erenziale esatto, ioè he U sia una funzione di T , he è la legge di Joule.

Abbiamo

dQ = dU +Apdv

da ui, per v = cost,

dv

v
=
dT

T

Apdv

T
=
ARdv

v
=
ARdT

T

dQ = CdT = dU
dT
dT +ARdT

C = dU
dT

+AR

C − c = AR

131. La legge di Joule è solo una approssimazione.

Le leggi di Mariotte e di Gay-Lussa essendo, dall'esperienza, due leggi he i gas approssimano, 'è da

pensare he la legge di Joule è solo una legge approssimata.

Le esperienze di Regnault sulla omprimibilità dei gas a diverse temperature permettono di mostrare he

questa legge non è appliabile rigorosamente ai gas naturali.

Se ammettiamo la legge di Joule, dobbiamo avere (�130), indiando on ψ (v) una funzione del volume

spei�o,

pψ (v) = T

Di onseguenza, la relazione tra la pressione e il volume spei�o di un gas è, quando la temperatura rimane

ostante,

pψ (v) = cost

Dalle esperienze di Regnault, tutti i gas, salvo l'idrogeno, si omprimono più di quanto indihi la legge

di Mariotte alle temperature ordinarie e tendono verso questa legge all'aumentare della temperatura. di on-

seguenza, poihé la legge di Mariotte è espressa da pv = cost, queste esperienze mostrano he ψ (v) varia on la

pressione più rapidamente di v alle temperature ordinarie. La funzione ψ (v) dipende quindi dalla temperatura,

e iò implia l'inesattezza della legge di Joule.

D'altra parte esperienze dirette, intraprese da Joule e sir W. Thomson, hanno mostrato he i gas reali non

seguono esattamente questa legge. Prima di desrivere queste esperienze e di esporne i risultati, studiamo lo

sorrimento dei �uidi gassosi o liquidi in un anale.

132. Sorrimento dei �uidi

Consideriamo un �uido in movimento in un anale e supponiamo he il regime permanente venga stabilito,

ioè supponiamo he le variabili he de�nisono lo stato del �uido non dipendano dal tempo. Sia ABCD (�g.

20) la posizione all'istante t di una erta massa di �uido he supporremo uguale all'unità. Al termine di un

intervallo di tempo in�nitamente piolo dt, questa massa oupa il volume A
′

B
′

C
′

D
′

.
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Poihé abbiamo supposto il regime permanentemente stabilito, le masse omprese nei volumiABA
′

B
′

, CDC
′

D
′

hanno lo stesso valore dm. Se indihiamo on ϕ0 la veloità del �uido in AB e on ϕ1 il suo valore in CD, la

distanza dei piano AB e A
′

B
′

è ϕ0dt, quella dei piani CD e C
′

D
′

è ϕ1dt. Indiando on ω0 e ω1 le super�i

delle sezioni AB e CD, abbiamo quindi, per i volumi ABA
′

B
′

, CDC
′

D
′

,

ω0ϕ0dt e ω1ϕ1dt

Di onseguenza, se v0 e v1 sono i valori del volume spei�o del �uido he oupa iasuno di questi volumi,

abbiamo per le masse

dm =
ω0ϕ0dt

v0
e dm =

ω1ϕ1dt

v1

e, poihé queste masse sono uguali,

ω0ϕ0

v0
=
ω1ϕ1

v1
o, indiando on ω, ϕ, v la sezione del anale, la veloità del �uido e il volume spei�o in un punto qualsiasi,

ωϕ

v
= cost

È l'equazione di ontinuità.

133. Una seonda equazione è data dal prinipio di onservazione dell'energia. Le forze esterne si riduono

alle pressione he si eseritano sulle super�i del �uido ABCD e alla gravità. Chiamo dτ il lavoro di queste

pressioni e −dV quello della gravità. È hiaro he dV è un di�erenziale esatto. Si ha allora, onservando alle

lettere E,Q,U e W lo stesso signi�ato dei apitoli preedenti,

(9.0.41) EdQ+ dτ = EdU + dV + dW

Valutiamo tutte le quantità oinvolte nella relazione.

Il di�erenziale dV è quindi uguale alla variazione dell'energia potenziale dovuta alla gravità. All'istante t,

questa energia è la somma dell'energia del �uido oupante il volume ABA
′

B
′

e quello del �uido oupante

il volume A′B′CD; all'istante t + dt essa si ompone dell'energia del �uido oupante il volume A′B′CD e di

quella del �uido oupante il volume CDC′D′
. Se quindi hiamiamo z0 la distanza del entro di gravità della

massa ABA′B′
al di sopra del piano orizzontale preso ome piano xy e on z1 la distanza del entro di gravità

del volume CDC′D′
al di sopra do questo stesso piano, abbiamo

dV = gdm (z1 − z0)

La variazione dW della semi forza viva è

dW = dm
ϕ2
1

2
− dm

ϕ2
0

2
o

dW =
dm

2

(

ϕ2
1 − ϕ2

0

)

Per quanto riguarda la variazione dell'energia interna, essa ha ome espressione

dU = dm (U1 − U0)

indiando on U0 l'energia interna riferita all'unità di massa del �uido oupante il volume ABA′B′
e U1 il

valore della stessa quantità per il �uido oupante il volume CDC′D′
.

134. Valutiamo il lavoro dτ delle pressioni esterne. Le sole pressioni he produono lavoro sono quelle he

si eseritano su AB e su CD. Se p0 e p1 sono i valori rispettivi di queste pressioni per unità di super�ie, il

lavoro risultante dello spostamento di AB è

p0ω0ϕ0dt = p0v0dm

e quello he risulta dallo spostamento di CD,

−p1ω1ϕ1dt = p1v1dm

Abbiamo quindi

dτ = (p0v0 − p1v1) dm
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In questa valutazione il lavoro derivante dall'attrito del �uido ontro le pareti del anale non interviene.

Tuttavia possiamo tenerne onto. Basta onsiderare il sistema formato dal �uido e il anale nel quale si muove.

Gli attriti sono allora interni al sistema onsiderato e non se ne deve tenere onto nell'espressione del lavoro

delle forze esterne. Ma allora dQ rappresenta la quantità di alore eduta al sistema dal �uido e dal anale, e

non quella eduta al �uido soltanto.

Se nella relazione 9.0.41 fornita dal prinipio di equivalenza sostituiamo dτ, dU, dV, dW on i valori trovati,

otteniamo, dividendo per dm,

(9.0.42) E
dQ

dm
= E (U1 − U0) + g (z1 − z0) +

1

2

(

ϕ2
1 − ϕ2

0

)

+ (p1v1 − p0v0)

Rimane quindi da determinare solo l'espressione di

dQ
dm

. Questo di�erenziale si può srivere

dQ

dm
=

dQ
dt
dm
dt

Di onseguenza,

dQ
dm

sarà trasurabile in due asi: se

dQ
dt

è molto piolo, ioè se le pareti del anale sono

poo onduttrii di alore; o se

dm
dt

è molto grande, ioè se lo sorrimento del �uido è molto rapido.

135. Nota appliabile ai liquidi.

I liquidi sono supposti inomprimibili; di onseguenza; il volume spei�o v è ostante. Ne risulta he la

formula

dQ = Apdv + dU

he esprime, nel aso di un �uido qualsiasi, la quantità di alore he assorbe l'unità di massa di questo �uido,

si ridue a

dQ = dU

Ma questa quantità di alore è fornita in parte dai orpi esterni al sistema, in parte dall'attrito del �uido

ontro le pareti; hiamiamo dQ0 la prima parte e dQ1 la seonda. Abbiamo, sostituendo la variazione dU

dell'energia interna on il suo valore dm (U1 − U0),

dQ0 + dQ1 = dm (U1 − U0)

La quantità dQ nella relazione 9.0.41 è il alore fornito al sistema dai orpi esterni; è quindi la stessa

quantità indiata on dQ0 nelle preedente relazione. Da questa relazione riaviamo

dQ
dm

e portiamo il valore

osì trovato nella relazione 9.0.42; otteniamo; dopo la sempli�azione,

−E
dQ1

dm
= g (z1 − z0) + +

1

2

(

ϕ2
1 − ϕ2

0

)

+ v (p1 − p0)

È l'equazione di Bernoulli. La quantità E dQ1

dm
è quella detta perdita di alore per attrito.

136. Appliazione ai gas

Nel aso dei gas possiamo trasurare l'azione della gravità e il termine g (z1 − z0) sompare dalla relazione

9.0.42. Studiamo lo sorrimento isotermo supponendo il gas perfetto e l'attrito nullo.

Somponiamo il �uido he oupa il volume ABCD in parti aventi uguale massa dm. Al termine di ogni

intervallo di tempo dt ognuna di queste parti prenderà il posto della suessiva. La quantità di alore fornita a

iasuna di queste parti durante questo intervallo ha ome valore

dQ = dm (Apdv + dU)

Essendo lo sorrimento isotermo, dU è nullo, poihé, dalla legge di Joule, U è funzione solo della temperatura

e quindi onserva lo stesso valore quando la temperatura rimane ostante. Del resto, la relazione fondamentale

dei gas perfetti è

pv = RT

e abbiamo

pdv = RT
dv

v
Di onseguenza,

dq = dmART
dv

v
e integrando sul volume ABCD otteniamo, per la quantità di alore dQ fornita all'unità di massa del gas,

dQ =

ˆ

dmART
dv

v

Ma dm è ostante ome T ; possiamo quindi srivere

dQ

dm
= ART

ˆ

dv

v
= ART (log v1 − log v2)
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Introduiamo questo valore di

dQ
dm

nella relazione 9.0.42, e notiamo he U1 − U0 = 0 dalla legge di Joule e

he p1v1 − p0v0 = 0 dalla legge di Mariotte; ne deriva

RT (log v1 − log v2) =
1

2

(

ϕ2
1 − ϕ2

0

)

Questa è la relazione he lega il volume spei�o alla veloità di sorrimento isotermo dei gas.

137. Consideriamo il aso in ui il gas non rieve alore dall'esterno, il aso di uno sorrimento adiabatio.

La formula 9.0.42 dà allora, spostando allo stesso membro le quantità aventi lo stesso indie,

EU1 +
ϕ2
1

2
+ p1v1 = EU0 +

ϕ2
0

2
+ p0vo

o

(9.0.43) EU +
ϕ2

2
+ pv = cost

Questa formula non presuppone he l'attrito del gas ontro le pareti sia nullo, né he il gas sia perfetto.

Introduiamo ora queste ipotesi.

Il gas non può assorbire alore, poihé non ne rieve dall'esterno né dall'attrito; di onseguenza, la trasfor-

mazione del gas è adiabatia e abbiamo (�70)

pv
C
c = cost

Da questa relazione e dalla relazione fondamentale dei gas perfetti,

pv = RT

deduiamo

pT
C
c

p
C
c

= cost

e di onseguenza,

T = Bp
C−c
C

indiando B una ostante.

Nella relazione 9.0.43 sostituiamo U on il suo valore cT dedotto dalla legge di Joule (�130), e pv on RT ;

abbiamo

EcT +
ϕ2

2
+RT = cost

o, tenendo onto del valore trovato per T ,

(Ec+R)Bp
C−c
C +

ϕ2

2
= cost

Ma

AR = C − c

di onseguenza, eliminando R, si ha

ECBp
C−c
C +

ϕ2

2
= cost

È la formula di Zeuner.

138. Esperienze di Joule e di sir W. Thomson.

In queste esperienze, si rende l'attrito molto signi�ativo faendo passare il gas attraverso un tampone di

lanugine di seta c ompressa tra due rondelle metallihe a, a (�g. 21). Il tubo, formato in questo spazio di un

ilindro di bosso, è protetto da tutti gli e�etti termii esterni da un maniotto hh riempito di lanugine di seta

e immerso in aqua a temperatura ostante.
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In queste ondizioni la quantità di alore fornito dall'esterno al sistema è nulla, e la formula 9.0.43 è

appliabile. D'altra parte, a ausa dell'attrito onsistente subito dal gas, lo sorrimento può essere molto lento,

benhé la pressione sui due lati del tampone possa di�erire notevolmente; si può quindi trasurare il quadrato

della veloità ϕ, e questa formula si ridue a

EU + pv = cost

o

(9.0.44) U +Apv = cost

Se il gas è perfetto, U, p, v dipendono solo dalla temperatura T ; di onseguenza, il primo membro della

relazione 9.0.44 dipende solo da T . Poihé è ostante, la temperatura di un gas perfetto non deve variare durante

l'esperienza di Joule e Thomson.

L'esperienza ha mostrato he, qualunque sia il gas impiegato, la temperatura indiata dal termometro posto

al di sopra del tampone è sempre minore della temperatura he il gas possedeva prima di passare attraverso il

tampone. Ne dobbiamo quindi onludere he una, almeno, delle due leggi he de�nisono un gas perfetto non

è rigorosamente rispettata dai gas reali.

Sappiamo già, dalle esperienze di Regnault, he la legge di Mariotte si trova in tale situazione. Ma queste

stesse esperienze i insegnano he lo sarto tra questa legge e la legge reale di omprimibilità non ha lo stesso

segno per l'idrogeno e gli altri gas. Di onseguenza, se la variazione di temperatura onstatata nelle esperienze

di Joule e Thomson provenisse uniamente dal fatto he il prodotto pv non è funzione della sola temperatura,

questa variazione dovrebbe avere un segno diverso per l'idrogeno e per gli altri gas. Siome questa variazione

è sempre negativa, anhe on l'idrogeno, iò è in parte dovuto al termine U . L'energia interna di un gas non

è pertanto funzione della sola temperatura; in altre parole, i gas naturali non obbedisono rigorosamente alla

legge di Joule. Questa è l'importante onlusione delle esperienze di Joule e Thomson, onlusione he non

poteva essere messa in evidenza dalle prime esperienze di Joule (�66), molto meno preise delle preedenti.

139. Espressione dell'energia interna di un gas.

Joule e sir W. Thomson hanno onstatato he la diminuzione di temperatura indiata dal termometro è

inversamente proporzionale alla di�erenza di pressione ai due lati del tampone, e inversamente proporzionale

al quadrato della temperatura assoluta del gas. Si ha quindi, indiando on dT la variazione di temperatura e

on dp quella della pressione,

(9.0.45) dT =
Kdp

T 2

essendo K una ostante positiva dipendente dalla natura del gas. Questo risultati permettono di trovare una

espressione molto approssimata dell'energia interna del gas.

Prendiamo p e T ome variabili indipendenti e di�erenziamo la relazione 9.0.44; otteniamo

(9.0.46)

d (U +Apv)

dp
dp+

d (U +Apv)

dT
dT = 0

Se supponiamo il gas perfetto, si ha U = cT dalla legge di Joule, pv = RT dalle leggi di Mariotte e di

Gay-Lussa, e in�ne AR = C − c dal prinipio di equivalenza; di onseguenza,

U +Apv = CT
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e pertanto

d (U +Apv)

dT
= C

Questa espressione non è rigorosamente appliabile ai gas reali; introduiamola tuttavia nella relazione

9.0.41; otterremo

d (U +Apv)

dp
dp = −CdT

e, sostituendo dT on il suo valore 9.0.45 dedotto dalle esperienze di Joule e Thomson,

d (U +Apv)

dp
= −

KC

T 2

Se integriamo, abbiamo

U +Apv = −
KCp

T 2
+ f (T )

relazione he determina U .

Se prendiamo v e T ome variabili indipendenti, otterremo l'espressione approssimata di U+Apv sostituendo
p on il suo valore tratto dalla relazione pv = RT ; risulta

(9.0.47) U +Apv =
KCR

Tv
+ f (T )

140. Determinazione dell'equivalente meanio del alore.

Di�erenziamo la relazione 9.0.44 prendendo ome variabili indipendenti p e v; abbiamo

dU +Apdv +Avdp = 0

Ma, dal prinipio di equivalenza,

dU + Apdv = dQ

di onseguenza,

(9.0.48) dQ+Avdp = 0

La quantità di alore fornita in una trasformazione elementare è

dQ = C
dT

dv
dv + c

dT

dp
dp

o, aggiungendo e sottraendo al seondo membro C dT
dp
dp,

dQ = CdT − (C − c)
dT

dp
dp

Se indihiamo on β il oe�iente di dilatazione del gas a volume ostante, abbiamo, per la variazione della

pressione dp risultante da un inremento di temperatura dT senza ambiamento di volume,

dp = βpdT

e di onseguenza, per la derivata parziale della temperatura rispetto alla pressione,

dT

dp
=

1

βp

Introduiamo questo valore nell'espressione di dQ; si ha

dQ = CdT −
C − c

βp
dp

e di onseguenza, sostituendo questo dQ nella relazione 9.0.48,

CdT −
C − c

βp
dp+ Avdp = 0

Ma, dalle esperienze di Joule e Thomson,

dT = mdp

indiando on m, per sempli�are, il fattore

K
T 2 della relazione 9.0.45.

L'uguaglianza preedente si può srivere

Cm−
C − c

βp
+Av = 0

da ui si riava

A =
C − c

βpv
−
Cm

v

espressione diversa da quella he abbiamo ottenuto al paragrafo 65 supponendo il gas perfetto.
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141. Valutazione delle temperature assolute mediante i gas.

Se un gas soddisfa la legge di Joule, senza dover seguire la legge di Mariotte, avremo tra le quantità p, v, T

la relazione (�129)

pψ (v) = T

La pressione del gas sarà proporzionale alla temperatura assoluta a volume ostante; un termometro a

volume ostante indiherà quindi la temperatura assoluta. Ma, la legge di Joule è solamente approssimata, e la

determinazione della temperatura assoluta non è osì semplie. Mostriamo he è tuttavia possibile giungere a

tale determinazione per mezzo dei gas.

La quantità di alore assorbita da un gas in una trasformazione elementare è

dQ = dU +Apdv

o, prendendo v e T ome variabili indipendenti,

(9.0.49) dQ =

(

dU

dv
+Ap

)

dv +
dU

dT
dT

Dal prinipio di Carnot

dQ
T

deve essere un di�erenziale esatto; abbiamo quindi, appliando questo prinipio,

d

dT

(

1

T

dU

dv
+
Ap

T

)

=
d

dv

(

1

T

dU

dT

)

Da questa uguaglianza riaviamo

A

T

dp

dT
−
Ap

T 2
=

1

T 2

dU

dv

Ma abbiamo, per l'aumento di pressione dp derivante da un innalzamento dT di temperatura a volume

ostante,

dp = βpdT

e di onseguenza, per la derivata parziale della pressione rispetto alla temperatura,

dp

dT
= βp

Portiamo questo valore nella relazione preedente; otteniamo

(9.0.50) Aβp−
Ap

T
=

1

T

dU

dv

Basta quindi alolare

dU
dv

per poter determinare T per mezzo di questa relazione.

Sottolineiamo he si ha

dQ = C
dT

dv
dv + c

dT

dp
dp

o, aggiungendo e sottraendo al seondo membro cdT
dv
,

dQ = (C − c)
dT

dv
+ cdT

Questa espressione deve essere identia all'espressione 9.0.49, poihé le variabili sono le stesse; di onseguen-

za,

dU

dv
+Ap = (C − c)

dT

dv

Se hiamiamo α il oe�iente di dilatazione a pressione ostane, abbiamo, per la variazione dv del volume

v risultante da un aumento dT della temperatura senza variazione di pressione,

dv = αvdT

e di onseguenza, per la derivata parziale della temperatura rispetto al volume,

dT

dv
=

1

αv

Abbiamo quindi

dU

dv
+Ap =

(C − c)

αv

da ui

T =
E (C − c)

αβpv

Tale è il valore della temperatura assoluta.
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142. Nuove espressioni dell'energia interna dei gas.

Si può valutare l'energia interna di un gas seguendo una via ompletamente diversa da quella seguita

(�139). È quindi interessante, per quanto prearie siano le onlusioni basate su aloli he partono da formule

empirihe, onfrontare l'espressione ottenuta in questo paragrafo per l'energia interna on quella he si ottiene

per mezzo delle onsiderazioni seguenti. M. Amagat ha ompiuto sui gas un grande numero di esperienze nelle

quali misurò il volume oupato da una stessa massa gassosa a temperature e pressioni variabili. Ha proposto,

per sintetizzare le sue esperienze, diverse formule del tipo

p = Tf (v) + ϕ (v)

M. van der Waals è giunto a ollegare i risultati di queste esperienze on una formula

p =
RT

v − α
+
µ

v2

he rientra nel tipo proposto da M. Amagat.

M. Sarrau ha mostrato he la formula di Clausius

p =
RT

v − α
−

µ

T (v + β)2

vale altrettanto bene per rappresentare le esperienze di M. Amagat, sebbene questa formula di�erisa da quelle

proposte da M. Amagat e M. van der Waals, per l'introduzione della temperatura assoluta nel seondo termine

del seondo membro. In queste formule, α, β, µ rappresentano ostanti molto piole.

143. Prendiamo dapprima il tipo di formula proposto da M. Amagat; possiamo srivere, ambiando le

notazioni per sempli�are,

Ap = Tf
′

(v) + ϕ (v)

Ora abbiamo visto (�126) he, se si assumono ome variabili v e T , si ha, per la derivata parziale rispetto

a v della funzione aratteristia H di M. Massieu,

dH

dv
= Ap

Abbiamo quindi, on la formula di M. Amagat,

dH

dv
= Tf

′

(v) + ϕ
′

(v)

e di onseguenza,

H = Tf (v) + ϕ (v) + ψ (T )

essendo ψ una funzione arbitraria.

Da iò deduiamo

S =
dH

dT
= f (v) + ψ (T )

e di onseguenza

U = TS −H = Tψ (T )− ψ (T )− ϕ (v)

Aggiungiamo a U il prodotto

Apv = Tvf
′

(v) + vϕ
′

(v)

si ha

U +Apv = Tψ (T )− ψ (T )− ϕ (v) + vϕ
′

(v) + Tvf
′

(v)

Se onfrontiamo il seondo membro di questa uguaglianza on il seondo membro dell'uguaglianza 9.0.47,

U +Apv =
KCR

Tv
+ f (T )

dedotta dalle esperienze di Joule e Thomson, non onstatiamo aluna analogia, ontenendo la prima relazione

funzioni he dipendono uniamente da v e la seonda non ne ontiene aluna. Non bisogna tuttavia attribuire

troppa importanza a questa ontraddizione e mettere in dubbio l'esattezza sia dei risultati delle esperienze di

Joule e Thomson, sia l'esattezza dei risultati delle esperienze di M. Amagat, poihé le formule proposte da

quest'ultimo �sio per desrivere le sue esperienze non possono essere veri�ate se non entro limiti alquanti

approssimati; esse possono quindi essere in difetto oltre questi limiti e di onseguenza non esprimere la relazione

generale he lega p, v e T .

144. Faiamo un alolo analogo per la formula veri�ata da M. Sarrau,

p =
R − T

v − α
−

µ

T (v + β)
2
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Nelle esperienze di Joule e Thomson, il volume v è relativamente grande, mentre la pressione del gas non è

mai troppo forte; possiamo quindi trasurare α e β rispetto a v, e la formula preedente diviene allora

p =
RT

v
−

µ

Tv2

Abbiamo quindi, introduendo la funzione aratteristia di M. Massieu,

dH

dv
= Ap =

ART

v
−
Aµ

Tv2

e di onseguenza

H = ART log v +
Aµ

Tv
+ ψ (T )

Ne deduiamo

S =
dH

dT
= AR log v −

Aµ

T 2v
+ ψ

′

(T )

e

U = TS −H = −
2Aµ

Tv
+ Tψ

′

(T )− ψ (T )

Aggiungiamo

Apv = ART −
Aµ

Tv
e otteniamo

U +Apv = −
3Aµ

Tv
+ Tψ

′

(T )− ψ (T ) +ART

Il onfronto tra questa formula e la formula 9.0.47 mostra he queste esse sono identihe se

3Aµ = KCR

la qual osa è possibile. La formula di M. Sarrau onorda quindi on le onseguenze dei risultati ottenuti da

Joule e sir W. Thomson. Ma è per ora un interessante eserizio di alolo.



CAPITOLO 10

LIQUIDI E SOLIDI

145. Entropia ed energia interna di un liquido perfetto.

In un liquido perfetto la omprimibilità è supposta nulla. Il volume spei�o è quindi funzione della sola

temperatura, e possiamo porre

v = f (T )

Assumiamo p e T ome variabili indipendenti. La funzione aratteristia di M. Massieu è allora (�127)

H
′

= TS − U −Apv

e si ha

dH
′

dp
= −Av e

dH
′

dT
= S

Di onseguenza, per un liquido perfetto,

dH
′

dp
= −Af (T )

da ui riaviamo

H
′

= −Apf (T ) + ψ (T )

essendo ψ (T ) una funzione arbitraria. Ne risulta

(10.0.51) S =
dH

′

dT
= −Apf

′

(T ) + ψ
′

(T )

e di onseguenza

(10.0.52)

{

U = TS −H
′

−Apv

= −ApTf
′

(T ) + Tψ
′

(T )− 2Apf (T )− ψ (T )

146. Se supponiamo ostante il oe�iente di dilatazione α del liquido, avremo

v = v0 [1 + α (T − T0)]

essendo T0 uguale a 273°C. Di onseguenza,

f (T ) = v0 [1 + α (T − T0)]

e

f
′

(T ) = αv0

Ne deriva, per l'espressione dell'entropia,

S = −Apαv0 + ψ
′

(T )

In una trasformazione a pressione ostante la variazione di entropia dS vale

dS = ψ
′′

(T ) dT

Per de�nizione,

dS =
dQ

T
e, se hiamiamo C il alore spei�o del liquido a pressione ostante,

dQ = CdT

Abbiamo quindi

ψ
′′

(T ) =
C

T
Ammettiamo he C non dipenda dalla temperatura; abbiamo allora, integrando i due membri dell'eguaglian-

za preedente,

ψ
′

(T ) = C logT

75
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Di onseguenza, abbiamo, per l'entropia di un liquido inomprimibile per il quale il oe�iente di dilatazione

e il alore spei�o non dipendono dalla temperatura,

(10.0.53) S = −Apαv0 + C logT

147. Cerhiamo, faendo le stesse ipotesi, quale è l'espressione dell'energia interna.

L'espressione 10.0.52 di U , trovata (�145), si può srivere

(10.0.54) U = −ApTαv0 − 2Apv + Tψ
′

(T )− ψ (T )

Quando la pressione è nulla, si ridue a

(10.0.55) U = Tψ
′

(T )− ψ (T )

Ma in generale abbiamo

dU = dQ−Apdv

se quindi p è uguale a zero, si ha

dU = dQ

Il alore fornito dQ vale, quando la pressione rimane nulla e, di onseguenza, ostante,

dQ = CdT

abbiamo quindi

dU = CdT

Integrando e uguagliando il valore di U osì trovato a quello he è fornito dall'uguaglianza 10.0.55, otteniamo

CT = Tψ
′

(T )− ψ (T )

Di onseguenza, l'espressione 10.0.54 di U diviene

U = −ApTαv0 − 2Apv +ACT

148. Trasformazione adiabatia di un liquido omprimibile.

Supponiamo he un liquido omprimibile subisa una trasformazione adiabatia, per esempio, una ompres-

sione o una brusa dilatazione.

Essendo la trasformazione adiabatia, dQ è nulla per ogni elemento della urva rappresentativa, e di

onseguenza l'entropia S rimane ostante; abbiamo quindi

(10.0.56) dS =
dS

dp
dp+

dS

dT
dT = 0

Cerhiamo l'espressione delle due derivate parziali he entrano in questa relazione. Se supponiamo la

pressione ostante, abbiamo

dS =
dQ

T
=
CdT

T
e di onseguenza

dS

dT
=
C

T

Essendo le variabili p e T , le proprietà della funzione aratteristia H
′

di M. Massieu i danno

dH
′

dT
= S e

dH
′

dp
= −Av

Deriviamo la prima di queste espressioni rispetto a p, la seonda rispetto a T ; otteniamo

d2H
′

dpdT
=
dS

dp

d2H
′

dpdT
= −A

dv

dT

di onseguenza,

dS

dp
= −A

dv

dT

Se sostituiamo nella relazione 10.0.56 le derivate parziali dell'entropia on i valori trovati per queste derivate,

abbiamo

A
dv

dT
dp−

C

T
dT = 0
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149. Formule di Clapeyron.

Questa relazione sarà anora vera se le variazioni della pressione e della temperatura sono �nite, ma piole;

avremo pertanto, indiando on δp e δT queste variazioni �nite,

A
dv

dT
δp−

C

T
δT = 0

questa formula è dovuta a Clapeyron.

Essa mostra he, se

dv
dT

è positivo, ioè se il liquido si dilata per mezzo del alore, una ompressione salda

questo liquido; al ontrario, per i liquidi he diminuisono di volume al resere della temperatura, a una

ompressione orrisponde un ra�reddamento.

Questa formula è stata veri�ata sperimentalmente per un erto numero di liquidi. Joule ha operato on

l'aqua; ha onstatato he, onformemente a questa formula, questo liquido si salda per ompressione quando la

sua temperatura è maggiore di 4°, mentre si ra�redda quando la sua temperatura è inferiore a 4°. Le variazioni
di temperatura erano misurate on una pinza termoelettria, una ui saldatura era immersa in un liquido e

l'altra mantenuta a temperatura ostante. I valori osì trovati sono notevolmente viini a quelli ottenuti on il

alolo della formula; la veri�a è quindi buona. Joule ha pure sperimentato on l'olio di balena; in questo aso

lo sarto tra la variazione di temperatura osservata e quella alolata è un poo più grande rispetto all'aqua;

tuttavia la veri�a della formula di Clapeyron rimane anora molto soddisfaente.

Notiamo he questa formula va bene anhe per i solidi, poihé nel ragionamento fatto abbiamo introdotto

alune ipotesi restrittive. Alune esperienze di veri�a sono state tentate on questi orpi; esse presentano grandi

di�oltà, supponendo la formula la pressione p uniforme in tutto il orpo, ondizione questa quasi impossibile

da realizzare nel aso dei solidi.

150. Note sui orpi he presentano un massimo di densità.

Generalmente il volume di un orpo aumenta in modo ontinuo on la temperatura; i asi in ui iò non

si veri�a sono eezioni poo numerose; era quindi naturale trasurarle, ome abbiamo fatto, onsiderando

solo il aso generale. Nello studio dei liquidi, tra i asi di orpi he presentano un massimo di densità, l'aqua

assume una importanza eezionale essendo il liquido più di�uso. Esaminiamo quindi quali onseguenze derivano

dall'esistenza di un massimo di densità.

In primo luogo, lo stato di un tale orpo non è più ompletamente de�nito dalle variabili p e v, poihé per

determinati valori dell'una o dell'altra di tali variabili possono orrispondere due valori della temperatura. Il

metodo gra�o di Clapeyron non può essere impiegato per rappresentare le trasformazioni he questo orpo

subise.

Si può tuttavia anora rappresentare gra�amente lo stato del orpo per mezzo di un punto dello spazio le

ui oordinate sono i valori di p e v e T orrispondente allo stato onsiderato. Se

(10.0.57) f (p, v, T ) = 0

è la relazione fondamentale del orpo, il punto rappresentativo è posto sulla super�ie Σ rappresentata da questa

equazione. Quando il orpo si trasforma ritornando al suo stato iniziale, il punto rappresentativo desrive una

urva hiusa su questa super�ie. La proiezione di questa urva sul piano pv, per esempio quello orizzontale, è

evidentemente la urva he si otterrebbe appliando la rappresentazione di Clapeyron.

151. Quando il orpo passa per il suo massimo di densità, la derivata del volume rispetto alla temperatura

è nulla:

dv

dT
= 0

Derivando rispetto a T la relazione fondamentale 10.0.57, abbiamo

df

dT
+
df

dv

dv

dT
= 0

Di onseguenza, nel punto orrispondente al massimo di densità si ha

df

dT
= 0

Il piano tangente alla super�ie Σ in questa punto è quindi parallelo all'asse delle T , ioè è vertiale. Il

luogo MN dei punti di ontatto di questi piani tangenti, per valori diversi di p e v, separa quindi la super�ie

Σ in due parti R e R
′

(�g. 22) he si proiettano l'una sull'altra sul piano pv. Può dunque suedere he le

proiezioni delle due isoterme si intersehino, sebbene queste isoterme non si intersehino sulla super�ie Σ.



154. CASO DEI SOLIDI. 78

Inoltre, alune isoterme e adiabatihe potrebbero essere tangenti tra loro. Infatti l'intera linea, ome APB,

he intersea la urva MN , si proietta lungo una linea tangente alla proiezione di MN . Di onseguenza,

l'adiabatia e l'isoterma he passano per il punto P sono tangenti nello stesso punto della proiezione di MN e

sono quindi tangenti tra loro nella rappresentazione di Clapeyron.

152. Non possiamo più quindi dimostrare he una adiabatia e una isoterma si inontrano al più in un

punto. La dimostrazione di questa proposizione introdotta al �107 è in difetto nel aso di ui i oupiamo.

Il lavoro orrispondente a una trasformazione elementare è pdv, e il lavoro eseguito dal orpo, quando il suo

punto rappresentativo desrive una urva hiusa AQPB sulla super�ie Σ, è uguale all'area della proiezione di

questa urva presa on il segno + o −, seondo il verso del movimento del punto rappresentativo sulla proiezione.

Se la urva hiusa è interseata dalla linea MN , essa dà ome proiezione due urve hiuse apca e cbqc (�g. 23)

desritte l'una nel verso diretto, l'altra in quello inverso.

Il lavoro ompiuto dal orpo durante la trasformazione è allora la di�erenza delle aree limitate da queste

urve. Può essere nullo e il ragionamento della � 107 he suppone questo lavoro positivo non è più appliabile.

Una adiabatia e una isoterma possono quindi, in erti asi, intersearsi in parehi punti.

153. Le proprietà dimostrate alle sezioni � 107 e seguenti non erano sempre vere nel aso in ui il orpo

onsiderato presenta un massimo di densità, la dimostrazione del teorema di Clausius fornita nel Capitolo VII

si trova in difetto. Mostriamo he questo teorema è anora appliabile.

Se supponiamo he il orpo onsiderato ompia una trasformazione la ui urva rappresentativa sia intera-

mente ontenuta nell'una o nell'altra delle porzioni R o R
′

della super�ie Σ, la proiezione di questa urva sul

piano dv non presenta alun punto singolare. Le proprietà delle isoterme e delle adiabatihe sono allora le stesse

del aso in ui la rappresentazione gra�a di Clapeyron è possibile, e, di onseguenza, il teorema di Clausius è

appliabile a un ilo hiuso, interamente ontenuto in R o R
′

.

Quando il ilo hiuso AQPB (�g. 22) intersea la linea MN , lo si può onsiderare ome omposto dai

ili AQPA e BPQB. Il primo è interamente ontenuto nella porzione R della super�ie Σ; il seondo, nella
porzione R

′

. Quindi, l'integrale

´

dQ
T

è nullo quando lo si alola lungo iasuno di questi ili. Esso deve quindi

anora essere nullo quando lo si alola lungo il ilo AQPB formato dallo loro omposizione.

154. Caso dei solidi.

Questa estensione del teorema di Clausius mostra he esso può essere appliato al orpo intero soddisfano

le seguenti ondizioni:

(1) Esiste una relazione

f (p, v, T ) = 0

tra le tre variabili he de�nisono lo stato di un orpo; T rappresenta qui la temperatura assoluta;

ma p e v possono rappresentare altre variabili oltre alla pressione e al volume spei�o ome le lettere

designano normalmente. La nostra sola ipotesi è he queste due variabili, insieme a T , determinino

ompletamente lo stato del orpo.

(2) Il lavoro esterno elementare prodotto dall'unità di massa del orpo vale pdv.

Queste ondizioni sono soddisfatte da un �lo �ssato ad una sua estremità e sottoposto ad una trazione.

Infatti, se m è la massa del �lo e se indihiamo on mv la sua lunghezza, dove v rappresenta la lunghezza

di una parte del �lo di massa unitaria; v può essere hiamato la lunghezza spei�a del �lo. Indihiamo on

−p la forza di trazione eseritata sul �lo. Esiste evidentemente una relazione tra la temperatura del �lo, la sua

lunghezza e il peso tensore, e di onseguenza tra T, v e p; la prima ondizione è quindi soddisfatta.
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D'altra parte, per un inremento mdv della lunghezza del �lo, il lavoro del peso tensore è −pmdv; di

onseguenza, il lavoro della reazione del �lo è pmdv. Il lavoro esterno prodotto da una massa unitaria è quindi

pdv, e la seonda ondizione è pure veri�ata.

155. Appliazione della formula di Clapeyron

Essendo appliabile il teorema di Clausius, lo sono pure le sue onseguenze.

Prendiamo la formula di Clapeyron

A
dv

dT
δp−

C

T
δT = 0

La maggior parte delle sostanze si allungano se risaldate;

dv
dT

è quindi generalmente positivo. Deriva allora

dalla formula preedente he in generale

δT

δp
> 0

Quando il �lo viene teso brusamente, la variazione di p è negativa, poihé abbiamo rappresentato la tensione

on una quantità negativa; δT deve essere allora negativo, ioè il �lo si deve ra�reddare quando viene tirato. È

faile da veri�are per mezzo di un �lo metallio.

Se, al ontrario, un �lo si salda quando lo si tende brusamente, deriva dalla formula di Clapeyron he

dv

dT
< 0

La materia del �lo deve quindi ontrarsi quando lo si salda e, di onseguenza, la lunghezza deve diminuire.

Gough, intorno al 1810, ha osservato he la temperatura di un tubo di auiù nero, fortemente teso, rese

quando lo si tira di più. Conformemente alla onlusione preedente, Joule ha onstatato he un �lo formato

da questa varietà di auiù si aoria se saldato. È d'altra parte faile mostrare questa uriosa proprietà: si

attaa in B, ad una leva OC (�g. 24), un tubo di auiù nero on l'altra sua estremità A �ssata; un peso

P tende questo tubo. Quando lo si salda, si vede la leva spostarsi nel senso he india una diminuzione di

lunghezza.

156. Rappresentazione del ilo dell'esperienza di Edlund.

Quando si assumono ome variabili indipendenti il peso tensore −p e la lunghezza spei�a v, le trasfor-

mazioni di un barra solida, sottoposta a tensione, possono essere rappresentate gra�amente. Come appliazione,

onsideriamo l'esperienza di Edlund (� 85).

Durante la prima fase dell'esperienza, quella in ui si tende il �lo, il punto rappresentativo dello stato di

questo �lo desrive la urva AB (�g. 25), posta nella parte del piano orrispondente ai valori negativi di p

e ai valori positivi di v. Quando si staa brusamente il peso tensore, il punto rappresentativo desrive una

urva BC. Questa urva intersea l'asse v in un punto C più lontano rispetto al punto A dall'origine O, poihé,

essendo la temperatura �nale maggiore di quella iniziale, la lunghezza spei�a del �lo è aumentata. Se si lasia

riprendere al �lo il suo valore iniziale, il punto rappresentativo si sposta da C in A e il ilo è hiuso.
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Poihé il �lo riprende il suo stato iniziale, la variazione della sua energia è nulla. Di onseguenza, dalla

relazione della �60

dW + dU = dτ + EdQ

he esprime il prinipio di equivalenza, deduiamo

ˆ

dτ + E

ˆ

dQ = 0

Le prime due fasi dell'esperienza rappresentate dalle urve AB e BC sono molto brevi, e il �lo non assorbe

né ede alore verso l'esterno; ma va segnalata una di�erenza importante tra queste due fasi. Nella fase AB,

il peso tensore agise, vi è lavoro esterno; la urva AB è una adiabatia; nella fase BC, non si ha alun lavoro

esterno; si trova dunque in ondizioni analoghe a quelle dell'esperienza di Joule, nella quale il gas si espandeva

senza produrre lavoro esterno e senza sambio di alore on il alorimetro.

In altre parole, BC è una urva isodinamia. Quando si toglie brusamente il peso tensore, il �lo si aoria

brusamente, le sue diverse moleole aquistano moti più rapidi he sono prontamente annullati e trasformati

di nuovo in alore da una speie di attrito interno.

Il lavoro fornito durante la fase AB dalle forze esterne ha ome espressione −
´

pdv, e, poihé p è negativo,

questo lavoro ha un valore positivo τ . Lungo CA, il �lo ede verso l'esterno una quantità di alore CδT ,

essendo C il alore spei�o a pressione ostante della materia di ui il �lo è ostituito e δT la diminuzione di

temperatura quando il punto rappresentativo passa da C in A; abbiamo quindi per la quantità di alore fornita

al �lo −CδT , e la relazione preedente diviene

τ − ECδT = 0

Questa uguaglianza non è altro he il quoziente tra l'uguaglianza ottenuta alla � 85 e la massa m del �lo.

Infatti, mτ è il lavoro totale ompiuto dalle forze esterne, ioè pε, essendo ε l'allungamento del �lo; inoltre, mC

è la apaità alori�a a del �lo.



CAPITOLO 11

VAPORI SATURI

157. Vapori saturi

Consideriamo l'unità di massa di un liquido rahiuso in uno ontenitore hiuso da un pistone; se solleviamo

questo pistone, una parte del liquido vaporizza, e, se lo si mantiene a temperatura ostante, la pressione del

vapore onserva lo stesso valore, purhé il liquido non sia ompletamente trasformato in vapore, in altre parole,

purhé il vapore rimanga saturo.

Quando la temperatura varia la pressione ambia, ma per ogni temperatura assume un valore ostante per

ogni volume v oupato dal sistema formato dal liquido e dal vapore. Questa pressione, detta tensione massima,

è quindi funzione uniamente della temperatura. Se trasuriamo l'azione del peso, essa avrà lo stesso valore in

tutti i punti del liquido e del vapore, e la relazione fondamentale del sistema si ridue a

p = f (T )

L'esistenza di questa relazione permette di rappresentare ompletamente lo stato del sistema per mezzo di

due delle variabili p, v, T . D'altra parte, il lavoro esterno ompiuto dal sistema all'aumentare del volume di dv

è evidentemente −pdv. Di onseguenza, i prinipi fondamentali della Termodinamia e le relazioni he se ne

riavano sono appliabili al sistema formato da un liquido e dal suo vapore.

158. Espressione dell'entropia di un sistema omposto da un liquido e il suo vapore.

Consideriamo sempre la massa unitaria del sistema; se indihiamo on m la massa del vapore formato,

1−m è quella del liquido. Indihiamo on λ il volume spei�o di questo liquido e on σ quello del suo vapore.

Abbiamo, tra queste quantità e il volume v oupato dalla massa unitaria del sistema, la relazione

v = mσ + (1−m)λ

da ui riaviamo

(11.0.58) v − λ = m (σ − λ)

Prendiamo v e T ome variabili indipendenti. L'espressione della funzione aratteristia di M. Massieu (�

126) è allora

H = TS − U

e, dalle proprietà di questa funzione, si ha

dH

dv
= Ap

Ma, essendo p, nel aso he trattiamo, uniamente funzione della temperatura, l'integrazione dei due membri

di questa uguaglianza dà

H = Apv + ψ (T )

D'altra parte, la funzione ψ (T ) introdotta da questa integrazione è assolutamente arbitraria, ed è permesso

aggiungere al seondo membro dell'espressione preedente una funzione qualsiasi della temperatura, per esempio

−Apλ, poihé il volume spei�o del liquido λ dipende da T e non da v; possiamo quindi srivere

H = Apv + ψ (T )−Apλ

o

H = Ap (v − λ) + ψ (T )

Da questa espressione di H è faile dedurre quella dell'entropia S, poihé quest'ultima funzione è la derivata

di H rispetto a T ; abbiamo

S =
dH

dT
= Ap

′

(v − λ)−Apλ
′

+ ψ
′

(T )

o, tenendo onto della relazione 11.0.58,

(11.0.59) S = Ap
′

m (σ − λ)−Apλ
′

+ ψ
′

(T )

dove le lettere aentate rappresentano le derivate rispetto alla temperatura delle orrispondenti quantità.

81
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159. Calore latente di vaporizzazione di un liquido.

Se dQ = Ldm è la quantità di alore neessaria per trasformare in vapore una massa dm di liquido, il vapore

restante saturo e la temperatura onservano lo stesso valore, il fattore L è, per de�nizione, il alore latente

di vaporizzazione del liquido. L'espressione 11.0.59 dell'entropia, benhé ontenga una funzione arbitraria,

permette di determinarne il valore.

Abbiamo infatti, per la variazione di entropia he si produe nella trasformazione,

dS =
dQ

T
=
Ldm

T

La temperatura rimane ostante, e dS è la variazione dell'entropia orrispondente ad una variazione dv

della variabile v. Tra le quantità he ompaiono nell'espressione 11.0.59m è la sola he non dipende uniamente

dalla temperatura. È quindi la sola he varia quando la temperatura rimane ostante; di onseguenza, abbiamo

dS = Ap
′

(σ − λ) dm

e, uguagliando i due valori di dS, si ha

(11.0.60) L = Ap
′

T (σ − λ)

Questa formula è spesso indiata sotto il nome di formula di Clapeyron.

160. Veri�a sperimentale della formula di Clapeyron.

La veri�a sperimentale di questa formula ostituise una veri�a, indiretta ma tuttavia molto probante,

dei prinipi fondamentali della Termodinamia he l'hanno determinata; a questo titolo queste veri�he sono

molto importanti.

La più semplie onsiste nel misurare separatamente iasuna delle quantità L,A, T, σ, λ, p; onosendo i

valori di p per diverse temperature, si dedue la funzione he lega p a T , e mediante derivazione a p
′

; rimane

solo da veri�are l'uguaglianza dei valori numerii dei due numeri della formula.

La misura più deliata è quella del volume spei�o σ del vapore saturo. Nel 1861, MM. Fairbain e Tate

1

hanno operato sull'aqua; reentemente, e on due metodi molto ra�nati, M. Pérot

2

ha determinato il volume

spei�o del vapore d'aqua e del vapore dell'etere saturi. Quest'ultimo sienziato si è servito della formula

11.0.60 per alolare l'equivalente meanio del alore; i valori he ha ottenuto sono viini a 424. Determinando

le diverse quantità he intervengono nella formula sullo stesso ampione d'etere, ha trovato 424, 67. La debole

di�erenza tra questi due valori e quelli dati dalle ultime esperienze di M. Joule e di M. Rowland onfermano

l'esattezza di Clapeyron.

MM. Cailletet e Mathias

3

avendo determinato la densità dell'etilene, del protossido d'azoto, dell'anidride

arbonia e dell'aido solforoso allo stato liquido e allo stato di vapore saturo, noti λ e σ. M. Mathias

4

ha

ompletato queste rierhe misurando il alore latente di vaporizzazione delle ultime tre sostanze, e ha trovato

il più ompleto aordo tra i risultati di queste misure e i valori forniti dalla formula di Clapeyron.

161. M. Bertrand ha fatto uso di un altro modo di veri�a di ui presentiamo il prinipio.

Se, nella formula di Clapeyron, trasuriamo il volume spei�o λ del liquido rispetto al volume spei�o σ

del suo vapore saturo, he è sempre molto maggiore di λ quando il liquido non si trova viino al punto ritio,

si ha

L = Ap
′

Tσ

Ne deduiamo

(11.0.61)

p
′

p
=

1

AT

L

pσ

Di onseguenza, se possiamo onosere L e pσ in funzione di T , l'uguaglianza preedente i darà, per

integrazione, il valore di log p in funzione di T . Un semplie alolo permetterà allora di trovare i valori della

pressione orrispondenti a diverse temperature. Il loro onfronto on i risultati ottenuti dalla misura diretta

delle tensioni massime dei vapori servirà ome veri�a della formula di Clapeyron.

162. M. Bertrand ha veri�ato he per il vapor aqueo

5

il quoziente

pσ

T + 127

1

Ann. de Chim. et de Phys., 3° serie, t. LXII, p.249

2

Ann. de Chim. et de Phys., 6° serie, t. XIII, 1888, p. 145

3

Ann. de Phys., 2° serie, t. V, 1886, p. 549, e t. VI, 1887, p. 414

4

Ann. de Chim. et de Phys., 6° serie, t. XXI, 1890, p. 69

5

Bertrand, Termodinamia, p. 155
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è signi�ativamente ostante e uguale a 2, 47. Si può quindi srivere per questo vapore

pσ = R (T + µ)

on R e µ ostanti.

D'altra parte, dalle esperienze di Regnault, la quantità di alore he bisogna fornire a 1kg di aqua presa alla
temperatura del ghiaio fondente per trasformarlo ompletamente in vapore alla temperatura t del termometro

entigrado è

606, 5 + 0, 305t

Se da questa quantità togliamo quella servita a far passare l'aqua liquida da 0° a t°, otteniamo

L = 606, 5− 0, 695t

o, introduendo la temperatura assoluta,

L = 606, 5− 0, 695 (T − 273)

o, indiando le ostanti numerihe mediante lettere,

L = α− βT

Introduiamo questa espressione di pσ e di L nella relazione 11.0.61; si ha

p
′

p
=

α− βT

ART (T + µ)

Il seondo membro di questa uguaglianza, essendo una frazione razionale, si può somporre in una somma

di frazioni semplii:

p
′

p
=
γ

T
−

δ

T + µ

Mediante integrazione, otteniamo

log p = γ logT − δ log (T + µ) + logG

e, passando dai logaritmi ai numeri,

p =
GTγ

(T + µ)
δ

on G ostante.

I valori di p dato da questa formula onordano perfettamente on i valori trovati da Regnault.

163. M. Bertrand ha pure onstatato

6

he per tutti i orpi sui quali sono state fatte misure il rapporto

pσ
L

è una funzione lineare di T :
pσ

L
= R (T − µ)

La relazione 11.0.61 diviene allora

p
′

p
=

1

ART (T − µ)
=

δ

T − µ
−
δ

T

o

δ =
1

ARµ

Ne deduiamo

log p = δ logT − δ logT + logG

e

(11.0.62) p = G

(

T − µ

T

)δ

I valori dedotti da questa formula mostrano un aordo molto soddisfaente on quelli he si ottengono dalle

misure dirette. 164. Per uno stesso orpo si possono assegnare a δ valori molto diversi senza he la formula

preedente essi di essere in aordo on l'esperienza. M. Bertrand ha spiegato questo fatto singolare.

Notiamo he il valore dell'espressione

(

1−
x

m

)m

per m in�nito, è ex. Di onseguenza, a partire da un valore di m su�ientemente grande, i valori di questa

espressione di�erisono molto poo quando si farà resere m. Il seondo membro della formula 11.0.62 si può

srivere

G

(

1−
µδ
T

δ

)δ

6

Bertrand, lo. it., p. 163
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o, dal valore di δ

G

(

1−
AR
T

δ

)δ

D'altra parte, essendo sia A he R pioli, la quantità δ deve essere grande. Ne risulta quindi he è possibile

assumere per δ due valori molto diversi, purhé siano grandi, senza he i valori orrispondenti di p essino di

avere un numero di deimali omuni e, quindi, di essere in aordo on l'esperienza.

165. Per l'anidride arbonia, l'alool e il merurio, il rapporto

pδ
L

è pratiamente ostante entro erti limiti

di temperatura. In questo aso,

p′

p
=
δ

T

essendo δ una ostante, e si ha per la pressione

p = GT δ

M. Bertrand ha veri�ato he, nei limiti di temperatura per i quali è stata determinata, questa formula

onorda on l'esperienza.

166. Determinazione della funzione arbitraria he entra nell'espressione dell'entropia.

Lo studio dei vapori saturi porta ad altre veri�he dei prinipi fondamentali della Termodinamia. Queste

veri�he esigono la onosenza della funzione ψ he �gura nell'espressione 11.0.59 dell'entropia, determiniamo

dapprima questa funzione.

Supponiamo una massa unitaria di liquido soggetta ad una pressione uguale a quella del suo vapore saturo,

alla stessa temperatura T . Faiamo resere la temperatura di dT e nello stesso tempo faiamo variare il

volume v oupato dal liquido in modo he la pressione divenga quella del vapore saturo alla temperatura

T + dT . In queste ondizioni alune parti del liquido non vaporizzano.

La quantità di alore fornita al liquido durante questa operazione vale

dQ = Tds

essendo ds la variazione dell'entropia del liquido. È evidente he otterremo s ponendo m = 0 nell'espressione

11.0.59 dell'entropia S di un sistema omposto da una massa m di vapore saturo e da una massa 1 − m di

liquido; abbiamo quindi

s = −Apλ′ + ψ′ (T )

e, di onseguenza, poihé p e ψ′
sono funzioni della sola T ,

ds = −Ap′λ′dT + ψ′′ (T )dT −Apdλ′

Ma, i liquidi sono poo omprimibili, e la variazione he subise un dato volume di questi orpi quando

si fa variare simultaneamente la temperatura e la pressione può essere onfusa on quella he subirebbe se

variasse solo la temperatura. Di onseguenza, λ′, he è la derivata del volume spei�o λ rispetto a T , essendo

la pressione variabile, può essere onsiderata ome proporzionale al oe�iente di dilatazione del liquido a

pressione ostante. Questo oe�iente varia molto poo on la temperatura, osì ome λ′; possiamo quindi

trasurare il termine ds he ontiene ome fattore il di�erenziale dλ′ di questa grandezza. Si ha allora

ds = −Ap′λ′dT + ψ′′ (T )dT

Introduiamo questa espressione in dQ; otteniamo

dQ = −Ap′λ′dT + ψ′′ (T )TdT

Se poniamo

dQ = kdT

il oe�iente k sarà il alore spei�o del liquido sottoposto alla pressione del vapore saturo, e avremo

(11.0.63) k = −Ap′λ′T + Tψ′′ (T )

167. Cerhiamo un'altra espressione per k.

Abbiamo, in generale, assumendo p e T ome variabili,

ds =
ds

dT
dT +

ds

dp
dp

e, di onseguenza,

kdT = dQ = Tds = T
ds

dT
dT + T

ds

dp
dp
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Da questa espressione di dQ risulta he T ds
dT
dT è la quantità di alore neessaria per innalzare di dT la

temperatura della massa unitaria del liquido, a pressione ostante; T ds
dT

è quindi il alore spei�o C del liquido

a pressione ostante; possiamo quindi srivere

kdT = CdT + T
ds

dp
dp

Ma abbiamo sottolineato (� 148) he le proprietà della funzione H ′
di M. Massieu portano all'uguaglianza

dS

dp
= −A

dv

dT

di onseguenza, avremo, indiando l'entropia on s e il volume spei�o on λ,

ds

dp
= −A

dv

dT

Per i motivi indiati nel preedente paragrafo, la derivata

dλ
dT

, he è rigorosamente proporzionale al oe�-

iente di dilatazione del liquido a pressione ostante, può essere onfusa on λ′; abbiamo allora

ds

dp
= −Aλ′

Riprendiamo le variabili v e T . dp è un di�erenziale totale; ma, siome la pressione dipende solo dalla

temperatura nelle ondizioni in ui i siamo posti, abbiamo sempliemente

dp =
dp

dT
dT = p′dT

Portando questo valore in kdT , dividendo poi i due membri dell'uguaglianza ottenuta per dT , si ha

k = C −ATp′λ′

168. Per avere la relazione he determina ψ, rimane da eguagliare questo valore di k on il valore 11.0.63

preedentemente trovato; otteniamo, dopo l'eliminazione del termine ATp′λ′ he è presente nelle due espressioni

di k,

C = Tψ′′ (T )

da ui

ψ′′ (T ) =
C

T
Se ammettiamo he C non dipende dalla temperatura, ipotesi su�ientemente realizzata dai liquidi, abbi-

amo, per integrazione dei due membri dell'uguaglianza preedente,

ψ′ = C logT

e, on una nuova integrazione,

ψ = C (T logT − T )

169. Espressione approssimata delle funzioni H,H ′, S, U

Sostituiamo ψ on questo valore nell'espressione trovata alla sezione �158 per la funzione H ; otteniamo

H = Ap (v − λ) + C (T logT − T )

o, tenendo onto della relazione 11.0.58,

(11.0.64) H = Apm (σ − λ) + C (T logT − T )

Per l'entropia, abbiamo

S = Ap′m (σ − λ)−Apλ′ + C logT

Ma, essendo λ′ sempre piola, il termine he ontiene questa quantità ome fattore può essere spesso

trasurato rispetto ad altri; faendo questa approssimazione si ha

S = Ap′m (σ − λ) + C logT

o anora,

(11.0.65) S =
L

T
m+ C logT

poihé, dalla formula di Clapeyron,

L

T
= Ap′ (σ − λ)

Le funzioni H ed S sono note, e l'energia interna del sistema si dedue dalla relazione

H = TS − U
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he serve ome de�nizione della funzione aratteristia H (�126); abbiamo quindi

U = Lm+ CT logT −Apm (σ − λ) + C (T logT − T )

o

U = Lm+ CT −Apm (σ − λ)

In alune appliazioni si impone la selta delle variabili p e T ; allora è utile onosere la funzione aratteristia

H ′
:

H ′ = H −Apv

Dalla relazione 11.0.58 della � 158, abbiamo

v = m (σ − λ) + λ

di onseguenza, sostituendo v on questo valore e H on l'espressione 11.0.64, otteniamo

H ′ = Apm (σ − λ) + C (T logT − T )−Apm (σ − λ)−Apvλ

o, sempli�ando,

H ′ = −Apvλ+ C (T logT − T )

170. Espansione adiabatia di un vapore saturo.

Quando si aumenta brusamente il volume di un ontenitore on un liquido e il suo vapore saturo, la pressione

diminuise. È un fatto sperimentale, poihé a priori non è inverosimile he la pressione possa aumentare; in

tutti i asi, per aluni vapori non è stato onstatato aumento di pressione.

Essendo la pressione di un vapore una funzione resente della temperatura, quest'ultima deve deresere

ontemporaneamente alla pressione. Questo abbassamento di temperatura tende a produrre una ondensazione

del vapore; al ontrario, la diminuzione di pressione tende a produrre una nuova quantità di vapore. Quale

di questi due e�etti ontrari si produrrà? Vi sarà ondensazione o vaporizzazione? È un aspetto he si può

prevedere on le relazione trovate in preedenza.

L'aumento di volume è supposto rapido e quindi la trasformazione si può onsiderare ome adiabatia.

L'entropia del sistema rimane allora ostante e, dall'espressione 11.0.65 di questa funzione, abbiamo

L

T
m+ C logT = cost

Da questa relazione, di�erenziando, otteniamo

L

T
m+m

d

dT

(

L

T

)

+ C
dT

T
= 0

La variazione di temperatura è negativa per quanto abbiamo detto. Il oe�iente

L
T
di dm è positivo.

Di onseguenza, dm ha lo stesso segno del oe�iente di dT ; in altre parole, vi è vaporizzazione o onden-

sazione a seonda he

C

T
+m

d

dT

(

L

T

)

è positivo o negativo.

Il primo termine di questa somma è essenzialmente positivo. Il alore latente di vaporizzazione L si può in

genere rappresentare on una formula del tipo

L = α− βT

dove α è una ostante positiva e β una ostante positiva o negativa. Da questa formula si ha

L

T
=
α

T
− β

e, di onseguenza,

d

dT

(

L

T

)

= −
αm

T 2

La somma onsiderata è quindi la di�erenza

(11.0.66)

C

T
−
αm

T 2

di due quantità positive; quindi, in base alla natura del liquida, può essere positiva o negativa.

171. Nel aso in ui la massa unitaria del orpo onsiderato sia allo stato di vapore saturo, è neessario

porre nelle nostre formule m = 1. La di�erenza preedente diviene allora

C

T
−

α

T 2
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Si si e�ettua il alolo per il vapore aqueo si trova un valore negativo; il vapore aqueo allo stato di

saturazione deve quindi ondensarsi per espansione. È quanto Hirn

7

ha onstatato sperimentalmente.

Per il vapore d'etere questa di�erenza è, al ontrario, positiva; di onseguenza, quando si aumenta il volume

oupato dal vapore d'etere saturo, questo vapore essa di essere saturo; esso è surrisaldato.

Questa onseguenza non sarà faile da veri�are sperimentalmente. Ma è faile vedere, riprendendo il

ragionamento del preedente paragrafo, he, se un vapore si surrisalda per espansione, deve ondensarsi per

ompressione. Hirn

8

ha mostrato he avveniva osì.

Quando il vapore saturo è a ontatto on il liquido he lo ha prodotto, il valore di m interviene nel segno

della di�erenza (11.0.66). Sarà quindi possibile, on i orpi he, ome il vapore aqueo, si ondensano per

espansione on m = 1, ottenere una ondensazione per ompressione per un valore di m inferiore a

m =
CT

α

valore he annulla la di�erenza onsiderata.

Per motivi analoghi la temperatura deve in�uire sul modo in ui avviene la ondensazione. Si è potuto

alolare per aluni vapori la temperatura alla quale si ha inversione nei fenomeni risultanti da una ompressione

o da una espansione. Ma �nora nessun lavoro sperimentale è stato fatto su questo aspetto.

Sebbene vi sia una erta esattezza in queste ultime onseguenze, le esperienze di Hirn sul vapore aqueo e

il vapore di etere sono nuove prove dell'esattezza dei prinipi he i hanno permesso di prevederne i risultati.

7

Bull. de la Soiété industr. de Nulhouse, n° 133

8

Cosmos del 10 aprile 1863



CAPITOLO 12

ESTENSIONE DEL TEOREMA DI CLAUSIUS

172. Due de�nizioni di reversibilità.

Quando un sistema Σ è in presenza di sorgenti di alore, una trasformazione he fa passare questo sistema

da uno stato A a uno stato B è reversibile quando le ondizioni seguenti sono soddisfatte:

(1) Il sistema può ritornare da B a A passando per tutti gli stati intermedi per i quali è passato andando

da A a B;

(2) In questa trasformazione inversa, la quantità di alore assorbita dal sistema da iasuna delle sorgenti

è uguale e di segno ontrario a quella he è assorbita dalla stessa sorgente durante la trasformazione

diretta.

Come abbiamo visto (� 37), le trasformazioni adiabatihe e isoterme, per le quali la temperatura è quella di

una delle sorgenti di alore, sono le sole he soddisfano a queste ondizioni; sono pertanto le sole trasformazioni

reversibili.

Ma, in una grande quantità di appliazioni, non si tiene onto delle sorgenti di alore on le quali il sistema

sambia alore, e si hiama trasformazione reversibile ogni trasformazione he soddisfa alla prima ondizione;

onviene quindi distinguere questi due tipi di reversibilità.

Chiameremo trasformazione ompletamente reversibile quella he soddisfa ad entrambe le ondizioni; se è

soddisfatta soltanto la prima, diremo he la trasformazione è reversibile rispetto al sistema stesso.

173. Nuovo enuniato del teorema di Clausius

In tutti i asi he sono stati esaminati nel Capitolo preedente, lo stato del sistema è ompletamente de�nito

quando si onose la pressione p e il volume spei�o v (o due variabili analoghe). Una trasformazione qualunque

orrispondente a una variazione qualunque di p e di v è sempre possibile, a ondizione di assorbire alore da

una sorgente alda o di ederne a una sorgente fredda. Un ilo qualsiasi può quindi essere perorso in un senso

o nell'altro, purhé gli sambi di alore possano e�ettuarsi on due sorgenti poste a temperature opportune. In

queste ondizioni, un ilo qualsiasi è reversibile rispetto al sistema stesso; al ontrario, i ili di Carnot sono i

soli ili ompletamente reversibili (ioè reversibili nel senso he abbiamo attribuito a questo termine).

Abbiamo in preedenza enuniato il teorema di Clausius (� 120) seondo il quale l'integrale

ˆ

dQ

T

su un ilo hiuso qualsiasi deve essere nullo. Ma, da quanto detto, abbiamo onsiderato �nora solo ili

reversibili rispetto al sistema stesso.

Così si enunia spesso il teorema di Clausius: Per tutti i ili hiusi reversibili, l'integrale

´

dQ
T

è nullo.

174. Estensione del teorema di Clausius.

Ma in una grande quantità di fenomeni, ome la dissoiazione, i fenomeni elettrii, due variabili indipendenti

non bastano a �ssare lo stato del sistema. Per aluni orpi, i �uidi in movimento e i solidi, per esempio, la

pressione p non ha lo stesso valore in tutti i punti e il suo valore in ogni punto è diverso in base alla direzione

onsiderata. In altri asi, la temperatura T del sistema non è uniforme e l'integrale del teorema di Clausius

non ha più un signi�ato preiso. In�ne, si possono immaginare fenomeni non reversibili rispetto al sistema

stesso: osì, se si provoa la solidi�azione dello zolfo in soprafusione progettando un ristallo di questo orpo,

il fenomeno è evidentemente irreversibile, poihé è impossibile fondere zolfo alla temperatura alla quale si è

provoato la sua solidi�azione e, di onseguenza, riportare lo zolfo al suo stato iniziale faendolo passare per i

suoi stati intermedi.

Cosa diventa allora il teorema di Clausius in questi asi diversi ai quali non si applia la dimostrazione del

Capitolo VIII? Clausius ha dimostrato he: Per tutti i ili hiusi reversibili, l'integrale

´

dQ
T

è nullo; per ogni

ilo hiuso irreversibile, questo integrale è negativo. Beninteso, nella seonda dell'enuniato, l'irreversibilità

deriva non solo dagli sambi di alore on le sorgenti, ma anhe dal sistema stesso.

88
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175. Di�oltà sollevate dall'estensione del teorema di Clausius.

Ma la dimostrazione di Clausius, ome quella degli sienziati he hanno a�rontato questo tema omplesso,

solleva parehie obiezioni he M. Bertrand, on la sua grande autorità, ha on preisione formulato nel suo

Lavoro sulla Termodinamia

1

.

La più grave è quella relativa alla temperatura, poihé, se la temperatura del sistema non è uniforme,

l'integrale di Clausius non ha più, osì ome abbiamo fatto osservare in preedenza, signi�ato preiso.

La seonda deriva dal fatto he la quantità indiata da p, in genere la pressione, essa di avere un senso

de�nito quando questa quantità non ha lo stesso valore in tutti i punti del sistema e per tutte le direzioni attorno

a questo punto.

Tuttavia, è possibile dare una dimostrazione generale del teorema di Clausius al riparo da queste obiezioni.

Per far deadere la prima, dovremo avere ura di ben de�nire iò he si deve intendere on

´

dQ
T
. Quanto alla

seonda, la nostra dimostrazione non potrà dare adito a nulla, poihé non faremo aluna ipotesi restrittiva sulla

variabile p, he non interverrà in questa dimostrazione.

176. Signi�ato dell'integrale di Clausius.

Supponiamo dapprima he il sistema onsiderato Σ sia omposto da n sistemi Σ1, Σ2, ...,Σn per ognuno

dei quali la temperatura è uniforme. Siano T1, T2, ..., Tn le loro rispettive temperature, e dQ1, dQ2, ..., dQn le

quantità di alore he assorbono durante una trasformazione elementare. Il modo più naturale di generalizzare

il teorema di Clausius è quello di prendere per

´

dQ
T

la somma

ˆ

dQ1

T1
+

ˆ

dQ2

T2
+ ...+

ˆ

dQn

Tn

degli integrali relativi ai sistemi Σ1, Σ2, ...,Σn la ui unione determina il sistema Σ.
Tuttavia, questa somma si può interpretare in due modi diversi. Infatti, la quantità di alore assorbita dal

sistema Σ1 può essere ompletamente fornita da sorgenti esterne al sistema totale Σ oppure assorbita in parte

da sorgenti di questo tipo e in parte da altri sistemi Σ2, ....,Σn he ompongono Σ. In quest'ultimo aso, è

neessario preisare se dQ1 rappresenta la totalità del alore assorbito dal sistema Σ1 oppure la parte di questo

alore he è fornito da orpi esterni al sistema Σ. Ma vedremo he, qualunque sia l'interpretazione adottata, il

teorema di Clausius è esatto.

Passiamo ora al aso di un sistema nel quale la temperatura varia in modo ontinuo da un punto ad un

altro. Se somponiamo questo sistema in una in�nità di sistemi pioli, possiamo onsiderare la temperatura

ome uniforme in ognuno dei sistemi omponenti e siamo riondotti al aso preedente. Per ognuno di questi

sistemi elementari, prenderemo

´

dQ
T

ome ilo hiuso e sommeremo tutti questi integrali per l'intero sistema.

Possiamo quindi rappresentare l'integrale di Clausius on

¨

dQ

T

indiando osì la neessità di integrare due volte, una estesa a tutti gli elementi del ilo di ogni sistema

elementare, l'altra estesa a tutti gli elementi del sistema omplessivo.

Due interpretazioni, sono anora possibili per il valore dQ; nell'uno e nell'altro, il risultato è lo stesso.

177. Lemma.

Un lemma è neessario per la dimostrazione.

Consideriamo un sistema Σ isolato dal punto di vista termio e omposto di n+p sistemi parziali diversi. Si

suppone he lo stato di n tra loro A1, A2, ..., An dipenda solo dalle due variabili p e v; e, di onseguenza, questi

sistemi sono del tipo di quelli he abbiamo prima onsiderato. I teoremi dimostrati sono quindi appliabili e

ognuno di essi possiede una entropia. Quanto ai p altri sistemi B1, B2, ..., Bn, li supporremo di natura diversa

e, di onseguenza, non possiamo parlare della loro entropia.

Siano S1, S2, ..., Sn i valori dell'entropia dei sistemi A a un dato momento t. Faiamo subire al sistema Σ
una trasformazione tale he all'istante t′ i sistemi B riprendano lo stesso stato dell'istante t e he le entropie

dei sistemi A siano S
′

1, S
′

2, ..., S
′

n.

Dio he si ha

S
′

1 + S
′

2 + ...+ S
′

n > S1 + S2 + ...+ Sn

La disuguaglianza sarà evidente se i sistemi B non subiranno aluna trasformazione, poihé si potrà allora

onsiderare solo il sistema Σ′
formato dai sistemi A, ed è stato già dimostrato (�122) he, per un tale sistema,

l'entropia rese ostantemente. Mostriamo he essa non è invertita nel aso generale.

178. Rappresentiamo lo stato del sistema A1 on un punto le ui oordinate sono T1 e v1; siano M e M ′

(�g. 26) le posizioni di questo punto nell'istante t e nell'istante t′.

1

Cap. XII, p. 265
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Traiamo per questi punti due adiabatiheMN eM ′N ′
e le intersehiamo on una isotermaNN ′

. Possiamo

riportare il sistema A1 al suo stato iniziale on una serie di trasformazioni tali he il suo punto rappresentativo

desriva il perorso M ′N ′MN . Queste trasformazioni sono adiabatihe o isoterme e quindi reversibili, e per

ogni trasformazione elementare abbiamo

dS1 =
dQ1

T1

Siome le variazioni di alore avvengono solo da N ′
a N , la variazione di entropia risultante dall'insieme

delle trasformazioni è

Q1

T0
, essendo T0 la temperatura dell'isoterma e Q1 la quantità di alore he A1 assorbe

quando il suo punto rappresentativo si muove su questa linea, alore he si può supporre fornito da una sorgente

α alla temperatura T0. Ma lo stato di A1 è de�nito da due variabili e pertanto la variazione della sua entropia,

quando questo sistema passa da uno stato ad un altro, non dipende dal modo in ui avviene il passaggio. Essendo

l'entropia S
′

1 nello stato �nale e S1 nello stato iniziale, la variazione di entropia è S1 − S
′

1 quando si riporta A1

dallo stato �nale allo stato iniziale, qualunque siano le trasformazioni e�ettuate a tale sopo. Abbiamo quindi

Q1

T0
= S1 − S

′

1

e, di onseguenza,

Q1 = T0

(

S1 − S
′

1

)

179. Possiamo, per trasformazioni dello stesso tipo, riportare al loro stato iniziale tutti i sistemi A. Siome

la temperatura T0dell'isoterma è assolutamente arbitraria, la si può supporre uguale per tutti i sistemi. In una

parola, si può ammettere he le quantità di alore neessarie per riportare tutti i sistemi A al loro stato iniziale

sono assorbite dalla stessa sorgente α; la quantità di alore fornita da questa sorgente è

(12.0.67) Q =
∑

Q1 = T0

(

S1 + S2 + ...+ Sn − S
′

1 − S
′

2 − ...− S
′

n

)

Essendo i sistemi A riondotti al loro stato iniziale, lo è pure l'intero sistema Σ, poihé, per ipotesi, i

sistemi B si trovano nello stesso stato negli istanti t e t
′

. Se quindi onsideriamo le trasformazioni ompiute

nell'intervallo di tempo t′ − t e quelle he sono state e�ettuate per riportare i sistemi A al loro stato iniziale, il

loro insieme farà desrivere a tutti i orpo del sistema Σ un ilo hiuso. Di onseguenza, l'energia interna di

questi orpi non varia e il prinipio di equivalenza appliato a questo ilo i fornise la relazione

(12.0.68) EQ+ τ = 0

essendo Q il alore assorbito dall'esterno e τ il lavoro delle forze esterne al sistema Σ durante l'insieme delle

trasformazioni.

Il nostro ilo si ompone di due parti. La prima parte è perorsa dal sistema nell'intervallo di tempo he

è ompreso tra i tempi t e t′; al termine di questa prima parte, i sistemi B sono riportati al loro stato iniziale,

ma non i sistemi A. Nella seonda parte del ilo, i sistemi B non subisono aluna trasformazione.

Durante la prima parte del ilo, il sistema Σ è supposto isolato dal punto di vista termio e non assorbe né

ede alore all'esterno. La quantità Q, he ompare nella relazione 12.0.68, si ridue pertanto al alore assorbito

dall'esterno nella seonda parte del ilo e he è de�nito dalla relazione 12.0.67.

Questo alore è assorbito da una sola sorgente; di onseguenza, da uno degli enuniati di Carnot (�101), non

si può avere produzione di lavoro esterno. Il lavoro τ fornito al sistema non può quindi avere un valore negativo;

è positivo o nullo. Dalla relazione 12.0.68, la quantità Q non può pertanto risultare positiva. Abbiamo allora

S1 + S2 + ...+ Sn − S
′

1 − S
′

2 − ...− S
′

n ≤ 0

e, di onseguenza,

S
′

1 + S
′

2 + ...+ S
′

n ≥ S1 + S2 + ...+ Sn
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180. Teorema di MM. Poitier e Pellat

Questo lemma permette di dimostrare immediatamente una modi�a al teorema di Clausius proposta dai

MM. Poitier e Pellat: Quando un sistema di orpi C subise trasformazioni reversibili o irreversibili he lo

riportano al suo stato iniziale, si ha

Q1

T1
+
Q2

T2
+ ...+

Qn

Tn
≤ 0

essendo Q1, Q2, ..., Qn le quantità di alore edute al sistema dalle sorgenti α1, α2, ..., αn on le quali è messo in

rapporto, e T1, T2, ..., Tn indianti le temperature di queste sorgenti.

Infatti, possiamo pensare le sorgenti di alore della stessa natura dei sistemi A del lemma e abbiamo,

indiando on S1, S2, ..., Sn, S
′

1, S
′

2, ..., S
′

n i valori dell'entropia di ognuno di essi agli istanti iniziale e �nale,

S1 + S2 + ...+ Sn − S
′

1 − S
′

2 − ...− S
′

n ≤ 0

Quando il sistema C assorbe una quantità di alore dQ1 dalla sorgente α1, questa sorgente rieve una

quantità negativa −dQ1; la sua variazione di entropia è quindi

dS1 = −
dQ1

T1

Per la trasformazione dell'intero sistema, la quantità di alore assorbita da questa sorgente è −Q1e, di

onseguenza, la sua variazione di entropia è

S
′

1 − S1 = −
Q1

T1

poihé, dalle ipotesi fatte sulle sorgenti di alore, la temperatura di una di esse può essere supposta ostante.

Avremo espressioni analoghe per le variazioni di entropia delle diverse sorgenti, e, se le introduiamo nella

preedente disuguaglianza, otteniamo

Q1

T1
+
Q2

T2
+ ...+

Qn

Tn
≤ 0

ioè quanto si doveva dimostrare.

Si può d'altra parte srivere questa disuguaglianza

ˆ

dQ

T
≤ 0

dove dQ rappresenta la quantità di alore eduta al sistema da una delle sorgenti durante una trasformazione

elementare dove T è la sua temperatura.

181. Teorema.

Consideriamo un sistema la ui temperatura non sia uniforme e vari on il tempo. A un istante determinato

le temperature dei diversi punti sono omprese tra due valori T ′
e T ′′

(T
′

> T
′′

), pure variabili on il tempo.

Durante l'intervallo di tempo in�nitamente piolo he segue questo instante il sistema assorbe una quantità di

alore dQ′
da una erta sorgente e ne ede una quantità dQ′′

a un'altra sorgente. Dimostriamo he, quando il

sistema desrive un ilo hiuso, si ha

ˆ

dQ
′

T
′
−
ˆ

dQ
′′

T
′′

≤ 0

Supponiamo he si abbiano n sorgenti di alore α1, α2, ...αn le ui temperature T1, T2, ..., Tn formano una

progressione aritmetia resente di ragione ε. La temperatura massima T ′
nell'istante onsiderato è ompresa

tra due termini di questa progressione; hiamando Ti uno dei due, avremo

Ti > T ′ > Ti−1

Analogamente, la temperatura minia T ′′
nello stesso istante sarà ompresa tra due termini Tk e Tk+1 e

avremo

Tk < T
′′

< Tk+1

La quantità di alore dQ′
assorbita dal sistema nell'intervallo di tempo in�nitamente piolo he segue

l'istante onsiderato si può supporre fornita dalla sorgente αi la ui temperatura Ti è maggiore di quella di un

qualsiasi punto del sistema. Possiamo pure ammettere he la quantità di alore dQ′′
eduta dal sistema nello

stesso intervallo è assorbita dalla sorgente αkla ui temperatura Tk è minore di quella di un qualsiasi punto del

sistema. Di onseguenza, se indihiamo on dQm la quantità di alore fornita al sistema dalla sorgente αm,

abbiamo

dQi = dQ′ dQk = −dQ′′

dQ1 = dQ2 = ... = dQi−1 = dQi+1 = ... = dQn = 0
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e, di onseguenza,

dQ1

T1
+
dQ2

T2
+ ...+

dQi

Ti
+ ...+

dQn

Tn
=
dQ

′

Ti
−
dQ

′′

Tk

Essendo T ′
ompreso tra Ti e Ti−1, abbiamo

T
′

> Ti − ε

oppure

T
′′

< Tk − ε

Da queste disuguaglianze otteniamo

Ti < T
′

+ ε e Tk > T
′′

+ ε

Di onseguenza, se sostituiamo nel seondo membro dell'ultima uguaglianza Ti on T
′

+ ε e Tk on T
′′

− ε,

diminuiamo il valore del termine positivo e aumentiamo quello del termine negativo. Per questi due motivi il

seondo membro diviene più piolo e possiamo srivere

dQ1

T1
+
dQ2

T2
+ ...+

dQn

Tn
>

dQ
′

T
′ + ε

−
dQ

′′

T
′′ − ε

Se ora integriamo sull'intero ilo, otteniamo

Q1

T1
+
Q2

T2
+ ...+

Qn

Tn
>

ˆ

dQ
′

T
′ + ε

−
ˆ

dQ
′′

T
′′ − ε

Ma, dal teorema di Potier e Pellat, il primo membro di questa disuguaglianza è negativo o nullo; di

onseguenza, serve neessariamente he si abbia

ˆ

dQ
′

T
′ + ε

−
ˆ

dQ
′′

T
′′ − ε

< 0

Siome la ragione ε della progressione formata dai valori delle temperature delle sorgenti è assolutamente

arbitraria, possiamo supporla piola a piaere e quindi trasurarla; avremo quindi al limite

ˆ

dQ
′

T
′
−
ˆ

dQ
′′

T
′′

≤ 0

182. Faiamo osservare he nella dimostrazione di questa disuguaglianza abbiamo introdotto solo due

ipotesi:

(1) La temperatura in un punto dato del sistema è, in ogni istante, perfettamente determinata;

(2) Se un fenomeno avviene assorbendo alore da sorgenti, è pure possibile quando l'assorbimento del alore

è fatto da una sorgente qualunque he soddisfa soltanto alla ondizione di essere ad una temperatura

più elevata di un qualunque punto del sistema.

Non si potrà evidentemente immaginare un sistema per il quale la prima ipotesi non è soddisfatta. Quanto alla

seonda, essa è meno evidente, e, sebbene non esista alun esempio in ui non valga, sarà temerario a�ermare

he è sempre soddisfatta.

Se il alore è trasmesso dalla sorgente al sistema Σ mediante onduibilità, è di�ile ammettere he la

temperatura di questa sorgente possa avere una qualunque in�uenza, poihé il sistema Σ non assorbe diretta-

mente alore dalla sorgente, ma dalle moleole super�iali del orpo onduttore attraverso il quale il alore è

trasmesso. La temperatura di queste moleole super�iali non può di�erire signi�ativamente da quella delle

parti del sistema Σ on le quali sono a ontatto. Se al ontrario la trasmissione avviene per irraggiamento,

l'esattezza della seonda ipotesi è meno evidente. Certe reazioni avvengono sotto l'in�uenza della lue. Non

è assurdo supporre he esse non si produrrebbero se il alore he assorbono, invee di essere assorbito da una

sorgente molto alda ome il sole, lo fosse da una sorgente a temperatura solo un poo superiore a quella dei

orpi he reagisono. Se osì non fosse, il teorema del paragrafo preedente non si potrebbe appliare.

Il meanismo delle azioni di questo tipo i è assolutamente sonosiuto.

M. Berthelot ha reentemente mostrato

2

he le reazioni fotogra�he sono probabilmente esotermihe. Ma

potrebbero esservi fenomeni analoghi he assorbono alore e per i quali, di onseguenza, l'obiezione preedente

onserverebbe tutto il suo lavoro. Nel dubbio, bisogna quindi evitare di estendere il teorema preedente ai

fenomeni in ui la lue o il alore raggiante svolgono un ruolo neessario.

2

Comptes rendus de l'Aadémie des Sienes, t. CXII, 9 febbraio 1891, p. 329
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183. Teorema di Clausius

Se supponiamo uniforme la temperatura, in ogni istante, nel sistema in preedenza onsiderato, T
′

diviene

uguale a T ′′
e abbiamo, indiando on T il loro valore omune,

ˆ

dQ
′

T
′
−
ˆ

dQ
′′

T
′′

=

ˆ

dQ
′

− dQ
′′

T
≤ 0

Ma dQ
′

− dQ
′′

è il alore assorbito dal sistema durante una trasformazione elementare; possiamo quindi

srivere

ˆ

dQ

T
≤ 0

Quando la temperatura del sistema non è uniforme si sompone questo sistema in una in�nità di sistemi

in�nitamente pioli. In iasuno di questi la temperatura si può onsiderare ome uniforme. Tutti questi

sistemi desrivono un ilo hiuso quando il sistema totale desrive un tale ilo. Di onseguenza, per uno

qualunque dei sistemi elementari, si ha

ˆ

dQ

T
≤ 0

e per l'insieme di questi sistemi, ioè per il sistema totale,

ˆ ˆ

dQ

T
≤ 0

essendo, la seonda integrazione, estesa a tutti gli elementi del sistema.

La disuguaglianza di Clausius è quindi dimostrata in tutta la sua generalità.

184. Ma in questo integrale dQ rappresenta la quantità di alore he un sistema elementare assorbe tanto

dall'esterno quanto da altri sistemi elementari he formano il sistema totale. Dimostriamo he la disuguaglianza

è anora vera quando si onsidera solo il alore assorbito dall'esterno.

Poniamo

dQ = dQe + dQi

dove dQe rappresenta il alore assorbito dal sistema e proveniente dagli sambi esterni on il sistema totale, dQi
quello he risulta dagli sambi interni; avremo

ˆ ˆ

dQ

T
=

ˆ ˆ

dQe

T
+

ˆ ˆ

dQi

T
≤ 0

Di onseguenza, proveremo he

´

dQe

T
è negativo se dimostriamo he

´

dQi

T
è positivo.

Per dimostrare quest'ultimo punto, onsideriamo due sistemi elementari le ui temperature uniformi sono

T1 e T2; supporremo T1 > T2. Il primo sistema ederà al seondo una quantità di alore dq. Di onseguenza,

il alore assorbito dal primo è −dq, quello he è assorbito dal seondo è dq. Questi sistemi determinano quindi

nell'integrale onsiderato la di�erenza

−
dq

T1
+
dq

T2
= dq

(

1

T2
−

1

T1

)

he è neessariamente positiva, dall'ipotesi fatta su T1 e T2. Siome è la stessa osa per tutti gli sambi di

alore he avvengono tra i diversi sistemi elementari, dobbiamo avere

ˆ ˆ

dqi

T
=

ˆ ˆ

dq

(

1

T2
−

1

T1

)

> 0

e, di onseguenza,

ˆ ˆ

dQe

T
≤ 0

185. Quando il sistema desrive un ilo reversibile, la sua temperatura deve essere uniforme, poihé allora

gli sambi di alore avvengono neessariamente tra orpi alla stessa temperatura. Le temperature T1 e T2
assumono quindi lo stesso valore T e ogni elemento

dq

(

1

T2
−

1

T1

)

dell'integrale

´ ´

dQi

T
diviene nullo. Di onseguenza, questa disuguaglianza è nulla e abbiamo

ˆ ˆ

dQ

T
=

ˆ

dQe

T
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D'altra parte, il valore omune di questi integrali è zero. Infatti, essendo il ilo reversibile, possiamo

desriverlo nel senso inverso, iò he ambia il segno delle quantità dQ; abbiamo quindi

ˆ ˆ

−dQ
T

≤ 0

o,

ˆ ˆ

dQ

T
≥ 0

Ma, poihé abbiamo

ˆ ˆ

dQ

T
≤ 0

quando il ilo è perorso nel senso diretto, deve neessariamente essere

ˆ ˆ

dQ

T
= 0

Così, riassumendo, l'integrale di Clausius è nullo per tutto il ilo hiuso reversibile: è negativo per un ilo

hiuso non reversibile: questo teorema sarà appliabile (purhé si ammetta l'assioma di Clausius) tutte le volte

he le ipotesi della �182 saranno soddisfatte.

188. Entropia di un sistema

Supponiamo he un sistema parta da uno stato A, al quale per onvenzione all'entropia attribuiremo un

valore arbitrario S0, e giunga ad un altro stato B. Ammettiamo, inoltre, he si possa passare dallo stato iniziale

allo stato �nale attraverso una serie di trasformazioni reversibili he rappresenteremo shematiamente on la

urva AMB (�g. 27), sebbene in genere la rappresentazione gra�a non sia appliabile. Chiameremo entropia

del sistema allo stato B la quantità S1 de�nita dalla relazione

S1 − S0 =

¨

dQ

T

essendo l'integrale esteso a tutti gli elementi del perorso AMB.

A�nhé questa de�nizione sia aettabile è neessario he porti allo stesso valore di S1, per qualunque sues-

sione di trasformazioni reversibili e�ettuate, quando parehie serie di trasformazioni di questo tipo permettono

di passare dallo stato A allo stato B. Giusti�hiamo tale a�ermazione.

Rappresentiamo on ANB, sempre shematiamente, uno dei ili reversibili he portano il sistema da A

a B. Questo ilo può essere desritto nel senso inverso BNA e di onseguenza formare on il ilo AMB un

ilo hiuso. Dal teorema di Clausius, abbiamo per un tale ilo hiuso reversibile

¨

dQ

T
= 0

o, somponendo gli integrali in due parti,

¨

AMB

dQ

T
+

¨

BNA

dQ

T
= 0

o anora,

¨

AMB

dQ

T
=

¨

ANB

dQ

T

L'integrale nella relazione he de�nise S1 ha, di onseguenza, lo stesso valore per tutti i ammini reversibili.

La variazione di entropia di un sistema durante il suo passaggio da uno stato ad un altro è quindi perfet-

tamente de�nito, purhé esista un ammino reversibile he permetta di portare il sistema dallo stato iniziale a

quello �nale.

187. Supponiamo ora he non esista un tale ammino. Allora nella maggior parte dei asi, se non in tutti,

è possibile trovare la variazione di entropia per mezzo di un sistema ausiliario. Illustriamo questo punto on un

esempio.

Consideriamo due sfere uguali s e s′ rispettivamente arihe delle quantità di elettriità +m e −m. Se le

mettiamo a ontatto on un onduttore metallio, esse ritornano entrambe allo stato neutro. Il passaggio dal
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primo stato A al seondo B ha dato luogo a un fenomeno irreversibile: il risaldamento del �lo di omuniazione

a ausa della orrente he lo ha attraversato; e, se le due sfere e il �lo onduttore fossero i soli orpi esistenti

nell'universo, non esisterebbe alun modo per restituire a queste sfere le loro arihe originarie, ioè per riportarle

dallo stato �nale B a quello iniziale A.

Ma onsideriamo un sistema ausiliare formato da un onduttore C ario negativamente e da un onduttore

C′
ario positivamente, trovandosi entrambi i onduttori ad una distanza molto grande dalle sfere.

Le sfere non possiedono aluna aria elettria nello stato B e possiamo metterle a terra senza si produa

orrente e di onseguenza risaldamento del �lo onduttore o alun altro fenomeno irreversibile.

Se avviiniamo al onduttore C la sfera s, essa si aria positivamente: se questo movimento avviene

lentamente, l'intensità di orrente sarà molto piola e il risaldamento del �lo, he è proporzionale al quadrato

di questa intensità, sarà trasurabile, di modo he il fenomeno potrà anora essere onsiderato ome reversibile;

quando la distanza è tale he la aria è +m, interrompiamo il ontatto on la terra e allontaniamo la sfera

dal onduttore C in modo he esso non eseriti più aluna in�uenza. Possiamo, on l'aiuto del onduttore C,

ariare la sfera s
′

di una quantità −m di elettriità, e il sistema omposto dalle sfere è riportato al suo stato

iniziale A.

Le operazioni he abbiamo e�ettuato sono reversibili. Di onseguenza, la variazione di entropia risultante

dal passaggio dallo stato B allo stato A è uguale a

˜

dQ
T
. Ma, siome tutti i fenomeni sono avvenuti senza

liberare né assorbire alore, dQ è nullo e, di onseguenza, anhe la variazione di entropia è nulla. L'entropia

ha lo stesso valore nello stato A e in quello B. Riassumendo, se un sistema non può passare direttamente da

uno stato A a uno B, ioè senza far intervenire un sistema ausiliario, può suedere he passi dallo stato A al

B indirettamente, ioè tramite l'intervento di un opportuno sistema ausiliario, ritornando in�ne al suo stato

iniziale. Può suedere he, se lo si vuole far passare da A a B in un modo reversibile, iò non sia possibile

direttamente, ma indirettamente.

188. Non sembra esseri un esempio in ui non si possa impiegare questo proedimento; se esistesse non si

potrebbe avere il valore esatto della variazione di entropia, ma se ne potrebbe trovare un limite inferiore.

Se esistesse un perorso reversibile AMB (�g. 27) portando il sistema da A a B, avremmo per la variazione

di entropia

S1 − S0 =

¨

AMB

dQ

T

Se il perorso è reversibile, ioè gli sambi di alore interni avvengono solo tra elementi alla stessa temper-

atura, da ui

¨

dQi

T
= 0

e, di onseguenza,

S1 − S0 =

¨

AMB

dQe

T

Sia ANB un ammino irreversibile he fa pure passare da A a B, Il ilo hiuso irreversibile ANBMA i

dà, dalla �184,

¨

dQe

T
< 0

o

¨

ANB

dQe

T
+ (S0 − S1) < 0

o anora

S1 − S0 >

¨

ANB

dQe

T

Si ha quindi un limite inferiore della variazione di entropia alolando il valore dell'integrale

˜

dQe

T
per uno

dei ili irreversibili.

189. Possiamo pure generalizzare il teorema già dimostrato (�122) per un sistema di orpi il ui stato è

de�nito da due variabili: l'entropia di un sistema isolato va sempre aumentando.

Infatti, se il sistema è isolato, non rieve nulla dall'esterno e dQe = 0. Di onseguenza, la disuguaglianza

S1 − S0 >

¨

dQe

T

dà

S1 − S0 > 0
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190. Condizione di possibilità di una trasformazione.

Se si suppone uniforme la temperatura del sistema l'integrale

˜

dQ
T

si ridue a

´

dQ
T
, essendo quest'ultimo

integrale esteso a tutti gli elementi del ilo desritto dal sistema; quindi, la disuguaglianza del paragrafo

preedente diviene

S1 − S0 >

ˆ

dQ

T

Per una trasformazione in�nitamente piola abbiamo quindi

dQ

T
< dS o dQ < TdS

È una ondizione he un fenomeno deve neessariamente soddisfare a�nhé sia possibile. Nel aso in ui il

fenomeno sia reversibile questa ondizione di possibilità diventa

dQ = TdS

191. Teorema di Gibbs

Questa ondizione si può esprimere per mezzo delle funzioni aratteristihe di M. Massieu. Ma le nuove

ondizioni ottenute si appliano a un minor numero di fenomeni, poihé l'introduzione delle funzioni di M.

Massieu esige he la temperatura T e la pressione p siano uniformi.

Prendiamo la funzione

H = TS − U

Ne deduiamo

dH = TdS + SdT − dU

e di onseguenza, sostituendo TdS on dQ,

dH > dQ + SdT − dU

Dal prinipio di equivalenza,

dQ = dU +Apdv

Ne deriva quindi, portando questo valore di dQ nella preedente disuguaglianza,

dH > SdT +Apdv

Questa è la nuova ondizione di possibilità di un fenomeno.

Se supponiamo ostante la temperatura T e il volume spei�o v, abbiamo

dT = dv = 0

e, di onseguenza,

dH > 0

per la ondizione di possibilità di un fenomeno. Se questo fenomeno è reversibile, dH è nullo e alloraH mantiene

lo stesso valore.

MM. Gibbs, von Helmholtz, Duhem hanno utilizzato questa funzione H supponendo T e v ostanti. M. von

Helmholtz l'ha hiamata energia libera e ha proposto pure di darle il nome di potenziale inetio; M. Duhem la

hiama potenziale termodinamio a volume ostante; è il nome meglio giusti�ato.

192. Prendiamo ora la funzione

H
′

= TS − U −Apv = H −Apv

Ne deduiamo

dH
′

= dH −Apdv −Avdp

Se sostituiamo dH on SdT +Apdv, si ha

dH
′

> SdT −Avdp

Questa nuova ondizione di possibilità di un fenomeno si ridue a

dH
′

> 0

quando la temperatura e la pressione si mantengono ostanti.

La funzione H
′

rese quindi per un fenomeno irreversibile dove T e p onservano lo stesso valore; essa

non varia quando il fenomeno è reversibile. M. Duhem hiama questa funzione: potenziale termodinamio a

pressione ostante.

193. Dalle disuguaglianze dimostrate alle sezioni �189, 191 e 192 risulta he:

(1) Quando il sistema è isolato l'entropia S tende a resere ostantemente;

(2) Quando il sistema non isolato è tale he T e v rimangono ostanti, è la funzione H he rese;
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(3) Quando T e p rimangono ostanti, non essendo il sistema isolato, la funzione H
′

aumenta.

193 a. Nota sui ili rappresentabili geometriamente.

Se tra le variabili he de�nisono lo stato di un sistema si trovano il volume spei�o v e la pressione p,

e se quest'ultima quantità possiede lo stesso valore in tutti i punti del sistema, si possono rappresentare le

trasformazioni del sistema on una urva nella quale ogni punto ha ome oordinate p e v. Evidentemente

questa urva non de�nise ompletamente il modo in ui avviene la trasformazione poihé le altre variabili

possono, per tutti i punti della urva, avere valori arbitrari. Ma se, ed è iò he avviene in un grande numero

di asi, il lavoro esterno prodotto dal sistema ha ome espressione

´

pdv, questo lavoro è, per un ilo hiuso,

rappresentato dall'area di questo ilo.

Supponiamo queste ondizioni soddisfatte e ammettiamo he il sistema desriva una isoterma hiusa e he

un tale ilo sia reversibile, abbiamo

ˆ

dQ

T
= 0

o, poihé T è ostante,

Q =

ˆ

dQ = 0

o, dal prinipio di equivalenza, il lavoro esterno prodotto da un sistema he desrive un ilo hiuso è EQ. È

quindi nullo nel aso di ui i oupiamo.

193 b. Seondo metodo.

Otteniamo lo stesso risultato on un seondo metodo he, spero, ontribuirà a fari omprendere la natura

dei ragionamenti termodinamii.

Lo shema di questi ragionamenti è sempre lo stesso.

Un postulato i die he è impossibile passare dallo stato A a quello A (per esempio far passare alore da

un orpo freddo ad uno aldo). D'altra parte, l'esperienza i insegna he si può passare dallo stato A allo stato

C e dallo stato D allo stato B, ne onludiamo he è impossibile passare dallo stato C allo stato D. La nostra

onlusione si basa quindi su due premesse he sono da un lato un postulato (quello di Clausius), e dall'altro

da due fatti sperimentali veri�ati on una esattezza più o meno grande.

193 . Si potrebbe giungere ai medesimi risultati per un'altra via, anhe senza fare appello ai ragionamenti

del Capitolo VII. Mi limiterò a un rapido abbozzo. Consideriamo un sistema Σ la ui situazione sia de�nita da

un erto numero di variabili

x1, x2, ..., xn, xn+1

Sia U l'energia interna di tale sistema. Se esso è isolato (o se gli altri sistemi he hanno interagito ritornano

al loro stato iniziale), si avrà l'equazione dell'energia

U = cost

Se si assegna un valore di U , e se ne potrà servire per eliminare una delle variabili x e onservare solo le

prime n (x1, x2, ..., xn).

Ciò detto, per tutti i sistemi he sono da studiare, si può mostrare he, essendo dati due ambiamenti

in�nitesimali inversi, il primo faendo passare il sistema dalla situazione

x1, x2, ..., xn

alla situazione

x1 + dx, x2 + dx, ... , xn + dxn

il seondo faendo passare Σ dalla seonda situazione alla prima; queste due variazioni sono d'altra parte ompat-

ibili on l'equazione dell'energia, uno di questi due ambiamenti è possibile, sia direttamente, sia indirettamente

(nel senso del �187), l'altro ambiamento, al ontrario, è impossibile, almeno direttamente.

Il primo ambiamento potrà essere aratterizzato dalla diseguaglianza

(12.0.69) X1dx1 +X2dx2 + ...+Xndxn > 0

(o X1, X2, ..., Xn sono funzioni di x opportunamente selte), e l'altro ambiamento dalla diseguaglianza inversa.

Potremo hiamare dS il primo membro di questo disuguaglianza, senza dare un giudizio a priori sul fatto

he questa espressione di�erenziale sia un di�erenziale esatto.

193 d. Consideriamo le variabili x ome le oordinate di un punto nello spazio a n dimensioni. Se si

onsiderano i vettori in�nitamente pioli he vanno dal punto (x1, x2, ..., xn) al punto (x1 + dx, ..., xn + dxn),
l'insieme dei vettori he soddisfano l'uguaglianza dS = 0 formerà un elemento in�nitamente piolo di super�ie

il ui entro sarà nel punto (x1, x2, ..., xn). Ognuno dei punti dello spazio sarà il entro di un simile elemento

he si hiamerò un elemento di E.
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Ogni punto dello spazio rappresenterà osì uno degli stati del sistema e gli stati suessivi saranno rappre-

sentati da una erta traiettoria. In virtù della disuguaglianza 12.0.69, queste traiettorie potranno attraversare

gli elementi E solo in un senso.

Un elemento E avente il proprio entro in A potrà essere inteso ome piano; hiamerò P (A) il piano

inde�nito orrispondente.

Se dS è un di�erenziale esatto, questi elementi E potranno riunirsi in modo sa ostituire un fasio di

super�i, he saranno le super�i S = cost. Analogamente si ha

dS = FdT

essendo F una funzione qualsiasi e dT un di�erenziale esatto.

In queste ondizioni, passerà per ogni punto A dello spazio una super�ie avente P (A) ome piano tangente.

Ma può darsi he esista una o più super�i isolate, tale he in ogni punto A il piano tangente sia P (A),
soddisfaenti, di onseguenza, l'equazione dS = 0; è iò he avverrebbe, se si avesse

dS = dΨ+ΨdV

essendo Ψ una funzione qualsiasi e dV un'espressione di�erenziale non esatta. Per Ψ = 0, si avrà

dS = dΨ

e la super�ie Ψ = 0 soddisferà l'equazione dS = 0.

193 e. Posto iò, supponiamo he si sappia in un modo qualsiasi he è impossibile andare dal puntoA al punto

in�nitamente viino B, sia direttamente he indirettamente. Ciò si otterrà per esempio in virtù dell'assioma di

Clausius. Dio allora he per il punto A passerà una super�ie he soddisfa all'equazione dS = 0. E, infatti, tra
i punti dello spazio, e ne saranno dove si può andare partendo dal punto A e altri dove non si potrà andare.

Questi punti determineranno due regioni dello spazio, separate da una erta super�ie. Siome vi sono in

una delle regioni, osì ome nell'altra, punti in�nitamente viini ad A (per esempio B), questa super�ie dovrà

passare per il punto A. È hiaro, d'altra parte, he il piano tangente a questa super�ie può essere solo P (A).

193 f. Per andare oltre, è neessario onsiderare due sistemi Σ1 e Σ2, e il sistema Σ formato dalla loro

unione. Siano x1, x2, ..., xn le variabili he de�nisono lo stato di Σ1, e y1, y2, ..., yp quelle he de�nisono lo

stato Σ2.

Lo stato di Σ1 sarà rappresentato da un erto punto A1 dello spazio R⋉ a n dimensioni (x1, x2, ..., xn); quello

di Σ2 da un erto punto A2 dello spazio Rp a p dimensioni (y1, y2, ..., yp ) e quello di Σ dal punto orrispondente

A1A2 dello spazio Rn+p a n+ p dimensioni (x1, x2, ..., xn; y1, y2, ..., yp).
Supporremo he i due sistemi siano indipendenti, ioè he, se uno dei due varia senza he l'altro vari, le leggi

delle variazioni del primo non dipenderanno dallo stato del seondo. Questa ondizione è realizzata in pratia

in molti asi.

Si avrà allora

dS = F1dS1 + F2dS2

dS, dS1, dS2 sono i primi membri della diseguaglianza 12.0.69, per quanto riguarda rispettivamente Σ, Σ1, Σ2;

quanto a F1 e F2, sono due funzioni qualsiasi positive.

Ciò posto, il sistema Σ1 sarà un sistema dato qualunque e il punto A1 orrisponderà ad uno stato dato

qualsiasi di questo sistema. Seglierò il sistema ausiliario Σ2 e il punto A2, tali he si abbia un punto B2 molto

viino a A2 e dal quale si possa andare da A2, quando il sistema Σ2 è isolato (basterà per esempio, in virtù

dell'assioma di Clausius, ostituire il sistema Σ2 on due orpi a temperatura diversa).

Allora non si potrà andare dal punto A1A2 al punto A1B2, e, in base al paragrafo preedente, vi sarà nello

spazio Rn+p una super�ie Φ passante per il punto A1A2 e he soddisfa l'equazione dS = 0.
Se ne onlude he esiste nello spazio Rn una super�ie Φ1 passante per il punto A1 e he soddisfa l'equazione

dS1 = 0. Basta, infatti, per trovare l'equazione della super�ie Φ1, porre in quella della super�ie Φ

y1 = cost, y2 = cost, ..., yp = cost

Ma il punto A1 è un punto qualsiasi; quindi, per tutti i punti dello spazio Rn passa una he soddisfa alla

dS1 = 0. Ciò vuol dire he dS1 è un di�erenziale esatto, o almeno he si ha

dS1 = F1dT1

essendo dT1 un di�erenziale esatto, e la funzione F1 positiva nella regione onsiderata. Allora si può sostituire

la disuguaglianza

dS1 > 0

on l'altra

dT1 > 0

ioè far svolgere a T1 il ruolo di S1; in altre parole, si può, senza restringere la generalità, supporre he dS1 è

un di�erenziale esatto.
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In questo ragionamento, l'ipotesi della possibilità di erti ambiamenti svolge un ruolo essenziale in onfor-

mità a quanto evidenziato nella �193 b. Il ragionamento sarebbe infatti in errore, se non si supponesse he due

ambiamenti inversi he portano sul sistema totale Σ, l'uno è sempre possibile direttamente o indirettamente.

193 g. Vedremo he si può sempre vedere dS ome un di�erenziale esatto, e la funzione S è allora proprio

l'entropia. Ma iò non basta anora per de�nire l'entropia. Infatti, si potrebbe sostituire S on una funzione

qualsiasi ϕ (S) purhé sia resente; poihé la disuguaglianza

dϕ = ϕ
′

(S) dS > 0

equivale evidentemente a

dS > 0

Per ompletare la de�nizione di entropia, basta onsiderare un sistema totale Σ omposto di tre sistemi

parziali indipendenti (seondo la �193f) Σ1,Σ2,Σ3; si ha allora

dS = F1dS1 + F2dS2 + F3dS3

essendo S, S1, S2, S3 le entropie dei quattro sistemi F1, F2, F3 di funzioni qualunque positive.

Siome dS, dS1, dS2, dS3 devono essere di�erenziali esatti, si avrà

S = ϕ (S1, S2, S3)

F1 =
dϕ

dS1

F2 = dϕ
dS2

F3 =
dϕ

dS3

Supponiamo ora he il sistema Σ3 rimanga invariabile, di modo he dS3 = 0.
La disuguaglianza 12.0.69 si srive allora

F1dS1 + F2dS2 > 0

Siome, grazie all'indipendenza dei sistemi, le proprietà del sistema Σ1 − Σ2 non devono dipendere dallo

stato del sistema Σ3, il rapporto
F1

F2
non dipenderà da S3.

Poniamo allora

F1

F2

= eX2 F2

F3
= eX1

F3

F1

= eX2

X1, X2, X3 saranno funzioni di S1, S2, S3 he dovranno soddisfare l'equazione

(12.0.70) X1 +X2 +X3 = 0

e, poihé

F1

F2
, per esempio, è indipendente da S3, le ondizioni

(12.0.71)

dX1

dS1

=
dX2

dS2

=
dX3

dS3

= 0

Di�erenziando la 12.0.70 rispetto a S1 e a S2 e tenendo onto della 12.0.71, si ha

d2X3

dS1dS2

= 0

e analogamente

d2X1

dS2dS3

=
d2X2

dS3dS1

= 0

iò i permette di srivere

(12.0.72)







X1 = ψ2 (S2)− θ3 (S3)
X2 = ψ3 (S3)− θ1 (S1)
X3 = ψ1 (S1)− θ2 (S2)

Sostituendo nella 12.0.70, si vede he si deve avere

ψ1 = θ1 ψ2 = θ2 ψ3 = θ3

Se nelle equazioni 12.0.72 sostituiamo le X on i loro valori e le θ e le ψ, si possono srivere

logF1 − ψ1 = logF2 − ψ2 = logF3 − ψ3

di modo he si ha in�ne

dS = Θ
(

eψ1dS1 + eψ2dS2 + eψ3dS3

)

essendo Θ una qualsiasi funzione positiva.

Siome ψ1, ψ2, ψ3 dipendono rispettivamente solo da S1, S2, S3 potremo porre

S
′

1 =

ˆ

eψ1dS1 S
′

2 =
´

eψ2dS2 S
′

3 =

ˆ

eψ3dS3

dS
′

= ΘdS
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Si avrà allora

S
′

= S
′

1 + S
′

2 + S1
3

Siome le disuguaglianze

dS > 0 dS1 > 0 dS2 > 0 dS3 > 0

sono rispettivamente equivalenti alle disuguaglianze

dS
′

> 0 dS
′

1 > 0 dS
′

2 > 0 dS
′

3 > 0

si può far svolgere il ruolo di entropia a S
′

, S
′

1, S
′

2, S
′

3.

Si può quindi de�nire l'entropia in modo più partiolareggiato di modo he l'entropia del sistema omplessivo

sia la somma delle entropie dei sistemi parziali tutte le volte he questi sistemi sono indipendenti.

Si trova in tal modo ompletata la de�nizione dell'entropia e si vede he questo ompletamento si unise

alla possibilità di assoiare un sistema qualunque ad altri sistemi indipendenti.

193 h. Chiameremo sorgente un sistema il ui stato dipende da una sola variabile e la ui massa è molto

grande a�nhé subisa solo piole variazioni.

Supponiamo he il sistema totale Σ omprenda, assoiato a un sistema qualunque Σ1, altri sistemi parziali

Σ2, Σ3 he possono essere visti ome sorgenti. Siano allora U2, U3 le energie interne dei sistemi Σ2, Σ3, e S2, S3

le loro entropie; porremo

dS2 = −
dU2

T2
dS3 = −

dU3

T3

dove−dU2 e−dU3 rappresentano evidentemente le quantità di alore assorbite dalle due sorgenti he hiameremo

dQ2 e dQ3, di modo he

dS2 =
dQ2

T2
dS3 =

dQ3

T3

Si avrà allora

dS = dS1 +
dQ2

T2
+
dQ3

T3
Supponiamo he il sistema Σ1 non vari; allora la disuguaglianza dS > 0 diverrà

dQ2

T2
+
dQ3

T3
> 0

e iò signi�a he la ondizione a�nhé il sistema Σ2 possa edere alore a Σ3, è he

T2 > T3

Questo i die he T2 e T3 non sono altra osa he la temperatura delle due sorgenti Σ2 e Σ3.

193 i. Supponiamo ora he il sistema Σ1 ritorni al suo stato iniziale dopo aver perorso un ilo ompleto;

siome S dovrà essere aumentato e S1 sarà ritornato al suo valore iniziale, si dovrà avere

Q2

T2
+
Q3

T3
> 0

e se vi sono più di due sorgenti

Q2

T2
+
Q3

T3
+ ...+

Qn

Tn
> 0

È il teorema della � 180; so ontinuerà il ragionamento ome nelle sezioni �181 e seguenti.

Non sarà forse inutile avere presentato in due forme diverse le ondizioni esposte in questo Capitolo; si

omprenderà meglio la reale natura dei ragionamenti termodinamii, e la portata delle ipotesi sulle quali si

basano.

193 j. Quale è la quantità minima di lavoro per portare un orpo o un sistema da uno stato A in un altro

stato B; per esempio, per trasformare l'aria gassosa in aria liquida, o per separare l'azoto e l'ossigeno dell'aria?

Siano δS l'inremento di entropia e δU l'aumento dell'energia interna del orpo o del sistema onsiderato

quando passa dallo stato A a quello B.

Supponiamo he si disponga di una sorgente alda T1 e di una fredda a temperatura T2. Siano Q1 la

quantità di alore he si assorbe dalla sorgente alda e Q2 quello he è eduto alla sorgente fredda. Si tratta di

alolare il minimo di Q1.

Avremo dapprima

Q1 −Q2 = τ + δU

rappresentando τ il lavoro prodotto (tutto è espresso in joule); τ deve essere positivo, altrimenti, servirebbe un

onsumo supplementare di lavoro, oltre alla spesa di alore Q1; si ha quindi

Q1 −Q2 > δU
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D'altra parte, l'equazione dell'entropia i dà

Q1

T1
−
Q2

T2
< δS

Se ne riava

Q1

(

1

T2
−

1

T1

)

>
δU

T2
+ δS

e iò fornise il minimo di Q1.

Supponiamo he, invee di una sorgente alda, si disponga di una erta sorta di lavoro di tipo meanio;

si potrà onsiderare questa sorta ome equivalente ad una sorgente alda di temperatura in�nita. Basta quindi

porre T1 = ∞ e onsiderare Q1 ome rappresentante il dispendio di lavoro; ne deriva

Q1 > δU + T2dS

Se si vuole appliare questa formula ai due esempi itati poo fa, basta alolare per questi esempi δU e δS.

Si tratta di far passare l'aria dalla temperatura dalla temperatura ordinaria ad una temperatura viina a quella

dell'aria liquida, si troverà il alolo al Capitolo IX; se si vuole esaminare il aso della liquefazione dell'aria, si

impiegheranno formule analoghe a quelle del Capitolo XI. Se si tratta di separare gli elementi di una misela

gassosa, si troverà il alolo più avanti, al Capitolo XV, e partiolarmente alle � 259, � 265 e seguenti.



CAPITOLO 13

CAMBIAMENTI DI STATO

194. Cambiamento di stato di un orpo.

La fusione e la vaporizzazione di un orpo, osì ome i fenomeni inversi, si possono e�ettuare in un modo

reversibile o irreversibile.

La trasformazione di un orpo solido in uno liquido, alla temperatura di fusione di questo orpo nelle

ondizioni sperimentali, è un fenomeno reversibile. Ma se, portato il liquido allo stato di soprafusione, si

provoa la sua solidi�azione immediata on un metodo qualsiasi, la trasformazione essa di essere reversibile;

è infatti impossibile e�ettuare la trasformazione inversa faendo passare il orpo per tutti gli stati intermedi

he ha assunto nella sua solidi�azione poihé non si può fondere un solido ad una temperatura inferiore a

quella della sua fusione normale. Si potrebbe pensare he un orpo, restando solido al di sopra del suo punto di

fusione, passi brusamente da questo stato solido instabile allo stato liquido; questo sarà anora un fenomeno

irreversibile.

Il passaggio dallo stato liquido allo stato di vapore è reversibile se la pressione del vapore he sovrasta il

liquido possiede il valore massimo he può assumere alla temperatura della trasformazione. È irreversibile se

il liquido portato ad una temperatura superiore a quella he orrisponde alla pressione he lo sovrasta non ne

provoa la vaporizzazione. È quanto avviene quando, per mezzo di una bolla di gas, si produe la vaporizzazione

di un liquido surrisaldato.

Quando si porta via alore a un vapore saturo, in genere questo si ondensa senza he né la pressione né la

temperatura varino; la trasformazione è allora reversibile. Ma quando al vapore viene perfettamente sottratta

ogni polvere solida suede a volte he la temperatura si abbassa senza he la pressione vari e senza he il vapore

saturo si ondensi; la pressione del vapore è allora maggiore della pressione massima orrispondente alla sua

temperatura. Questo vapore si trova quindi in uno stato instabile, e si ondensa brusamente per diverse ause.

In queste ondizioni il fenomeno della liquefazione è irreversibile.

Il passaggio immediato dallo stato solido allo stato di vapore è reversibile; lo è pure il passaggio inverso.

Ma, ome nella vaporizzazione dei liquidi e nella liquefazione dei vapori, si potrebbero immaginare ondizioni

tali he questo ambiamento di stato sia irreversibile.

195. Appliazione dei prinipi della Termodinamia.

Consideriamo uno qualsiasi di questi ambiamenti di stato e, solo per �ssare le idee, poihé i nostri

ragionamenti si appliano in generale, ammettiamo he si tratti della trasformazione di un liquido in vapore.

Lo stato del vapore e quello del liquido, onsiderati isolatamente, sono de�niti da tre grandezze p, v, T tra

le quali esiste una relazione. D'altra parte, se il liquido e il vapore vengono a ontatto, la loro temperatura e la

loro pressione hanno lo stesso valore; la pressione e la temperatura del sistema sono quindi uniformi. I volumi

spei�i del vapore e del liquido hanno, al ontrario, valori diversi; hiamiamo v1 il volume spei�o del vapore

e v2 quello del liquido. Se supponiamo he la massa totale del sistema formato dai orpi è uguale all'unità e he

m sia la massa del vapore, quella del liquido è 1−m, e abbiamo la relazione

(13.0.73) v = mv1 + (1−m) v2

Due variabili indipendenti bastano a de�nire ompletamente lo stato del liquido e quello del vapore onsid-

erato separatamente, questi orpi sono della natura di quelli ai quali si appliano i teoremi del Capitolo VIII;

l'energia interna e l'entropia del liquido sono quindi perfettamente de�nite, a meno di una ostante. Chiamiamo

U1 e S1 queste grandezze quando si tratta del vapore, e indihiamole on U2 e S2 quando onsideriamo il liquido.

Se dQ1 è la quantità di alore he assorbe l'unità di massa del vapore in una trasformazione elementare e dQ2

quella he assorbe l'unità di massa del liquido in una trasformazione elementare qualsiasi, avremo, dal prinipi

di equivalenza e di Carnot: per il vapore,

dU1 = dQ1 −Apdv1 dS1 =
dQ1

T

e per il liquido,

dU2 = dQ2 −Apdv2 dS2 =
dQ2

T

102
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196. Energia interna del sistema omposto da un orpo in due stati.

Sembra naturale ammettere he l'energia interna U del sistema formato dal vapore e dal liquido è uguale

alla somma delle energie interne delle masse di vapore e liquido. Abbiamo, faendo tale ipotesi,

U = mU1 + (1−m)U2

Ma, sebbene naturale, questa ipotesi ha bisogno di essere onfermata. Cerhiamo quindi direttamente

l'espressione dell'energia interna del sistema.

Lo stato di questo sistema dipende da quattro grandezze p, v, T,m. Ma, a ausa delle relazioni fondamentali

he legano v1 e v2 a p e a T , e della relazione 13.0.73 he esprime v in funzione di v1 e v2, tre di esse bastano a

determinare ompletamente lo stato del sistema. Segliamo p, T,m.

Se, in una trasformazione elementare, queste tre grandezze variano ontemporaneamente, la quantità di

alore assorbita dal sistema si omporrà: 1° della quantità mdQ1 assorbita dal vapore al variare di p e T , on m

ostante; 2° della quantità (1−m) dQ2 assorbita dal liquido nelle stesse ondizioni; 3° dalla quantità neessaria

a vaporizzare una massa dm di liquido, quantità he vale Ldm, dove L india il alore latente di vaporizzazione.

Abbiamo quindi

(13.0.74) dQ = mdQ1 + (1−m) dQ2 + Ldm

o, sostituendo dQ1 e dQ2 on i valori riavati dalle relazioni he fornisono i di�erenziali delle energie interne

del vapore e del liquido,

dQ = m (dU1 + Apdv1) + (1−m) (dU2 +Apdv2) + Ldm

Ne risulta per l'espressione del di�erenziale dU dell'energia interna del sistema,

dU = dQ−Apdv = mdU1 + (1−m) dU2 + Ldm+Ap [mdv1 + (1−m) dv2 − dv]

Ma dalla relazione 13.0.73,

dv = mdv1 + (1−m) dv2 + dm (v1 − v2)

di onseguenza,

(13.0.75) dU = mdU1 + (1−m) dU2 + Ldm−Apdm (v1 − v2)

197. Nei asi in ui m rimane ostante, questa uguaglianza si ridue a

dU = mdU1 + (1−m) dU2

Riaviamo per integrazione

U = mU1 + (1−m)U2 + ϕ (m)

dove ϕ (m) india una funzione qualsiasi di m, introdotta dall'integrazione, e di ui vogliamo erare il valore.

Per questo, supponiamo di far variare simultaneamente le tre variabili in modo he l'energia interna U1 del

vapore e l'energia interna U2 del liquido rimangano ostanti. Allora, dall'ultima espressione di U , la variazione

di questa funzione è

dU = ϕ
′

(m) dm

Dall'espressione 13.0.75 questa variazione è

dU = [L−Ap (v1 − v2)] dm

Di onseguenza

ϕ
′

(m) = L−Ap (v1 − v2)

Ora è naturale ammettere he L non dipende da m, ioè dalla quantità di vapore he si trova al di sopra

del liquido. Se è osì la funzione ϕ
′

(m) è indipendente da m, e, di onseguenza, la funzione ϕ (m) è del tipo

ϕ (m) = (α+ β)m+ β (1−m)

Portiamo questo valore di ϕ (m) nell'espressione di U ; otterremo

U = m (U1 + α+ β) + (1−m) (U2 + β)

o più sempliemente,poihé U1 e U2 sono noti a meno di una ostante,

(13.0.76) U = mU1 + (1−m)U2

L'ipotesi fatta all'inizio era quindi esatta.
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198. Entropia del sistema

Si dimostra in modo analogo he l'entropia S del sistema è la somma dell'entropia mS1 del vapore e

dell'entropia (1−m)S2 del liquido he ostituisono il sistema.

Nell'espressione 13.0.74 di dQ, sostituiamo dQ1 e dQ2 on i valori TdS1 e TdS2 dedotti dalle relazioni he

de�nisono le entropie S1 e S2; otteniamo

dQ = mTdS1 + (1−m)TdS2 + Ldm

e di onseguenza:

(13.0.77) dS =
dQ

T
= mdS1 + (1−m) dS2 +

Ldm

T

Per una trasformazione senza variazione di m, si ha

dS = mdS1 + (1−m) dS2

da ui otteniamo per integrazione

S = mS1 + (1−m)S2 + ϕ (m)

Da questa espressione la variazione di entropia, risultante da una trasformazione nella quale S1 e S2

rimangono ostanti, è

dS = ϕ
′

(m) dm

dalla relazione 13.0.77 essa vale anhe

dS =
Ldm

T

abbiamo dunque:

ϕ
′

(m) =
L

T

Il alore latente di vaporizzazione è supposto indipendente da m, e la funzione ϕ (m) è del tipo

ϕ (m) = αm+ β = (α+ β)m+ β (1−m)

Se introduiamo questo valore nell'espressione di S, otteniamo, S1 e S2 essendo noti solo a meno di una

ostante,

(13.0.78) S = mS1 + (1−m)S2

199. Espressione delle funzioni aratteristihe di M. Massieu.

Consideriamo la prima

H = TS − U

Se sostituiamo U e S on i valori 13.0.76 e 13.0.78, abbiamo

H = m (TS1 − U1) + (1−m) (TS2 − U2)

Ora per il vapore e il liquido le funzioni aratteristihe sono

H1 = TS1 − U1 H2 = TS2 − U2

di onseguenza possiamo srivere

H = mH1 + (1−m)H2

Vedremo failmente he la funzione

H
′

= TS − U −Apv

si dedue allo stesso modo dalle funzioni H
′

1 e H
′

2 del vapore e del liquido, si ha

H
′

= mH
′

1 + (1−m)H
′

2
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200. Condizione di possibilità per un ambiamento di stato

Alla sezione 191, abbiamo mostrato he, se si onsidera la funzione H
′

, la ondizione di fattibilità di una

trasformazione è espressa dalla diseguaglianza

dH
′

> SdT −Avdp

se vi è uguaglianza la trasformazione può avvenire in modo reversibile.

Abbiamo

dH
′

= mdH
′

1 + (1−m) dH
′

2 + dm
(

H
′

1 −H
′

2

)

Se sostituiamo dH
′

1 e dH
′

2 on i valori

dH
′

1 = S1dT −Av1dp dH
′

2 = S2dT −Av2dp

otteniamo

dH
′

= [mS1 + (1−m)S2] dT −A [mv1 + (1−m) v2] dp+ dm
(

H
′

1 −H
′

2

)

o, tenendo onto delle relazioni 13.0.73 e 13.0.78,

dH
′

= SdT −Avdp+ dm
(

H
′

1 −H
′

2

)

La ondizione di possibilità diviene quindi

SdT −Apdv + dm
(

H
′

1 −H
′

2

)

> SdT −Apdv

o

dm
(

H
′

1 −H
′

2

)

> 0

Quando vi è vaporizzazione del liquido, dm è positiva; di onseguenza a�nhé questa trasformazione possa

e�ettuarsi bisogna he H
′

1 sia maggiore di H
′

2. Se, al ontrario, quest'ultima quantità fosse maggiore della prima

si produrrebbe ondensazione del vapore, poihé la ondizione di possibilità non sarebbe soddisfatta se non per

dm negativo.

A�nhé la trasformazione sia reversibile H
′

1 e H
′

2 devono essere uguali.

201. Teorema del triplo punto

Le funzioni aratteristihe H
′

1 e H
′

2 essendo funzioni di p e T , la ondizione di reversibilità

(13.0.79) H
′

1 = H
′

2

dà una relazione tra queste variabili. Siome la trasformazione di un liquido in vapore non è reversibile a meno

he il vapore possieda la tensione massima orrispondente alla temperatura T , il valore di p he interviene nella

relazione è preisamente questa tensione massima. Di onseguenza la relazione H
′

1 = H
′

2 è proprio quella he

dà la tensione massima di un vapore in funzione della temperatura.

Le formule stabilite in preedenza sono appliabili a tutti i ambiamenti di stato, e quindi la ondizione di

reversibilità dei fenomeni di fusione è

(13.0.80) H
′

2 = H
′

3

indiando H
′

2 la funzione aratteristia H
′

per il orpo solido; essa rappresenta la funzione he ollega la

temperatura di fusione alla pressione.

Per gli stessi motivi la ondizione di reversibilità della trasformazione he porta un orpo dallo stato solido

a quello di vapore è

(13.0.81) H
′

1 = H
′

3

essa fornise la relazione he ollega la temperatura alla tensione del vapore del solido.

Esiste in generale un sistema di valori di p e T he soddisfano alle relazioni 13.0.79 e 13.0.81; per questo

sistema si ha quindi

H
′

1 = H
′

2 = H
′

3

di onseguenza la relazione 13.0.80 è nello stesso tempo soddisfatta. Se rappresentiamo queste relazioni on

urve assumendo p e T ome oordinate, queste tre urve si interseano in uno stesso punto. Le urve delle

tensioni di vapore di uno stesso orpo allo stato solido e allo stato liquido si interseano in un punto della linea

di fusione. È il teorema del triplo punto.
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202. Diseguaglianza delle tensioni del vapore emesso alla stessa temperatura allo stato solido e

liquido.

Le relazioni 13.0.79 e 13.0.81 permettono di dimostrare failmente he uno stesso orpo allo stato solido e

allo stato liquido soprafuso alla stessa temperatura, ha diverse tensioni di vapore.

Infatti se l'uguaglianza si veri�asse, le due relazioni 13.0.79 e 13.0.81 si onfonderebbe e si avrebbe

H
′

1 = H
′

2 = H
′

3

La relazione 13.0.80 sarebbe pertanto soddisfatta per gli stessi valori delle variabili e le tre urve he

rappresentano queste relazioni si onfonderebbero. È dimostrato sperimentalmente he la urva delle tensioni

di vapore di un liquido è diversa dalla urva di fusione di questo orpo.

203. In�uenza della pressione sulla temperatura alla quale avviene un ambiamento di stato

reversibile.

Supponiamo, per esempio, he la trasformazione onsiderata sia la vaporizzazione di un liquido sotto la

pressione del suo vapore saturo. La trasformazione essendo reversibile dà

H
′

1 = H
′

2

e di onseguenza

dH
′

1 = dH
′

2

o, sostituendo questi di�erenziali on i loro valori,

S1dT −Av1dp = S2dT −Av2dp

Da questa relazione deduiamo

dT

dp
= A

v1 − v2

S1 − S2

Cerhiamo S1 − S2. Dal valore

S = mS1 + (1−m)S2

dell'entropia del sistema deduiamo

dS = mdS1 + (1−m) dS2 + dm (S1 − S2)

Abbiamo trovato alla �198

dS = mdS1 + (1−m) dS2 +
Ldm

T

Abbiamo quindi per onfronto

S1 − S2 =
L

T

Ne deriva per il valore di

dT
dp

dT

dp
= A (v1 − v2)

T

L

204. Il volume spei�o v1 del vapore è più grande del volume spei�o v2 del liquido, quindi il seondo

membro di questa uguaglianza è positivo. La temperatura di ebollizione di un liquido deve pertanto resere

on la pressione.

La stessa formula è appliabile al fenomeno della fusione; è ambiato solo il signi�ato delle lettere, L è

allora il alore latente della fusione, v1 il volume spei�o del liquido, v2 quello del solido. La densità di un orpo

allo stato liquido è generalmente più piola he allo stato solido, v1 è quindi maggiore di v2 e la temperatura di

fusione deve resere quando si aumenta la pressione. Per l'aqua e aluni altri orpi il ui volume diminuise

fondendo, v1 è minore di v2 e questi orpi devono fondere ad una temperatura tanto più bassa quanto la pressione

è più alta.

L'esperienza ha onfermato queste diverse onseguenze. La tensione massima del vapore emesso da un

liquido o un solido aumenta on la temperatura. M. Bunsen ha onstatato he la temperatura di fusione del

biano di balena e della para�na, he aumentano di volume fondendo, rese on la pressione. L'abbassamento

della temperatura di fusione del ghiaio quando si innalza la pressione è stato evidenziato da M. James Thomson

e da M. Mousson. M. James Thomson ha pure determinato il valore di questa temperatura per diverse pressioni;

i valori he ha trovato presentano un aordo molto soddisfaente on quelli dedotti dalla formula: anhe

l'esperienza ha fornito −0°, 059 e −0°129 per le temperature di fusione alle pressioni di 8atm, e di 16atm, 8; la
formula porta ai valori −0°, 061 e −0°, 126 per le stesse pressioni.
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205. Nota sulla relazione he lega la temperatura e la pressione in un ambiamento di stato

reversibile.

Poihé la temperatura e la pressione sono, in un ambiamento di stato reversibile, legati dalla relazione

13.0.79, 13.0.80 o 13.0.81, sembra he sia faile veri�are la loro esattezza, onfrontandole on le relazioni date

dall'esperienza, onfrontando, per esempio, la relazione 13.0.79 on quelle ottenute dalle esperienze di Regnault,

he fornisono la tensione massima di un vapore in funzione della temperatura. In realtà, questo onfronto è

impossibile.

Infatti l'entropia e l'energia interna di un vapore, he ompaiono nell'espressione della funzione H
′

1, sono

note a meno di una ostante arbitraria. Se quindi S1 e U1 rappresentano queste quantità, S1 + α1 e U1 + β1 le

rappresenteranno altrettanto bene, on α1 e β1 due ostanti arbitrarie. La funzione H
′

1 avente ome espressione

H
′

1 = TS1 − U1 −Apv

diviene

H
′

1 + α1T − β1

quando si prendono le ultime espressioni dell'entropia e dell'energia interna del liquido, Per ragioni analoghe la

funzione H
′

2 ontiene due ostanti arbitrarie e possiamo sriverla

H
′

2 + α2T − β2

La relazione 13.0.79 diviene allora

H
′

1 + α1T − β1 = H
′

2 + α2T − β2

o

H
′

1 + αT − β = H
′

2

ponendo

α1 − α2 = α β1 − β2 = β

Questa nuova relazione ontenente due ostanti arbitrarie non può quindi fornire la legge della variazione

delle tensioni di vapore on la temperatura. L'esperienza sola permette di trovare questa legge.

206. Formula di Clausius

Tuttavia, M. van der Walls e, un poo più tardi, Clausius hanno potuto, modi�ando le ipotesi di Bernoulli

sulla ostituzione moleolare dei gas, trovare in questo aso il signi�ato di queste ostanti. Da queste rierhe,

questi sienziati hanno dedotto la relazione he lega le variabili p, v, T nel aso dei gas. La relazione data da

Clausius è

p =
RT

v − α
−

µ

T (v + β)
2

Abbiamo già detto he, dai aloli di M. Sarrau, essa rende perfettamente onto dei risultati sperimentali

forniti dallo studio della omprimibilità e della dilatazione dei gas, e abbiamo mostrato he essa è in aordo

on le onseguenze delle esperienze di Joule e sir W. Thomson.

Ma alune esperienze sembrano provare he i ambiamenti di stato sono trasformazioni ontinue, he vi

è, in partiolare, ontinuità nei fenomeni he fanno passare un orpo dallo stato liquido allo stato di vapore.

Clausius suppone he sia proprio osì e ammette he questa ontinuità si ritrovi nelle relazioni he esprimono le

proprietà �sihe del orpo nei suoi diversi stati. Da iò, risulta he la formula preedente, appliabile ai gas e ai

vapori, lo deve essere anhe ai liquidi nelle viinanze del punto di ebollizione. Questa estensione della formula

ondue ad alune onseguenze interessanti he esamineremo. Esse permettono infatti di dare una spiegazione

plausibile dei fenomeni osservati nelle elebri esperienze di Andrews.

207. Supponiamo T ostante e ostruiamo la urva he rappresenta l'isoterma ponendo v ome asisse e p

ome ordinate.

Per i valori positivi della pressione, v è, dalla formula, neessariamente maggiore di α; basta quindi far

variare v da α �no all'in�nito. Quest'ultimo valore dà p = 0.
I valori massimi e minimi di p sono dati dall'equazione

RT

(v − α)
2
−

2µ

T (v + β)
2
= 0

ottenuti uguagliando a zero la derivata di p rispetto a v.

Questa equazione si può srivere

(13.0.82) RT (v + β)
2 −

2µ

T
(v − α)

2
= 0

ed è di terzo grado in v. Per v = α e per v = ∞ il suo primo membro è positivo; di onseguenza, tra questi

limiti questa equazione possiede un numero pari di radii, 2 o 0. Si possono quindi presentare due asi.
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208. Quando la temperatura T è molto grande anhe il primo termine dell'equazione preedente lo è; il

seondo

2µ
T

(v − α)
2
è al ontrario molto piolo.

Di onseguenza, per tutti i valori di v ompresi tra α e ∞ il primo membro dell'equazione onserva il segno

del suo primo termine e il numero di radii omprese tra questi limiti è zero. Allora la pressione non presente

né massimo né minimo, e la urva isoterma è del tipo rappresentato in HK nella �gura 28.

Se, al ontrario, il valore di T è piolo, il oe�iente

2µ
T

del seondo termine dell'equazione è grande.

Questo termine dà quindi il suo segno al primo membro dell'equazione per valori di v su�ientemente lontani

da α. Il primo membro è allora negativo e, di onseguenza, di segno ontrario ai valori he assume ai limiti. È

quindi in questo aso he avremo due radii tra questi limiti. Ad una orrisponde un massimo D e all'altra un

minimo C; ACDB è allora la urva isoterma.

209. Il aso intermedio è quello per ui l'equazione presenta un radie doppia. La temperatura orrispon-

dente si otterrà eliminando v tra questa equazione e quella he si ottiene uguagliando a zero la derivata del

primo membro. Quest'ultima è

3RT − (v + β)
2 − 4

µ

T
(v − α) = 0

ne deduiamo

(13.0.83)

(v + β)
2

(v − α)
=

4µ

3RT 2

L'equazione 13.0.82 i dà

(v + β)
3

(v − α)
2
=

2µ

RT 2

e, dividendo i due membri di questa uguaglianza per iasuno dei membri della preedente, si ottiene

(13.0.84)

v + β

v − α
=

3

2

La divisione della relazione 13.0.83 per la relazione 13.0.84 fornise l'uguaglianza

v + β =
8µ

9RT 2

e allora la relazione 13.0.84 dà

v − α =
16µ

27RT 2

Sottraiamo membro membro questo uguaglianza alla preedente; si ha

α+ β =
8µ

27RT 2

da ui otteniamo per il valore di T

T =

√

8

27

µ

R (α+ β)
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Questa temperatura è detta temperatura ritia; l'isoterma orrispondente è rappresentata in �gura da

EFG. Essa presenta un punto di �esso a tangente orizzontale nel punto F per il quale v è uguale alla radie

doppia dell'equazione 13.0.82. Questo punto F è il punto ritio.

210. Se esaminiamo queste urve, onstatiamo he quelle orrispondenti alle temperature più elevate della

temperatura ritia non possono essere tagliate in più di un punto da una parallela all'asse v; per una temper-

atura e una pressione stabilite, il volume spei�o possiede quindi un solo valore. Ne deriva he il orpo può

esistere sotto un solo stato a questa temperatura, poihé, se potesse assumere lo stato gassoso e lo stato liquido,

possederebbe per la stessa pressione (la tensione massima del vapore) due diversi volumi spei�i. D'altra parte,

per motivi di ontinuità, questo stato è lo stesso per tutte le temperature al di sopra della temperatura ritia;

è pertanto lo stato gassoso, poihé, per temperature su�ientemente elevate, l'intero orpo si trova allo stato

gassoso.

Le urve, ome la ACDB, he orrispondono alle temperature inferiori a quella ritia, possono essere

tagliate in tre puntiM1, α eM2 da una parallela a Ov; il volume spei�o del orpo può quindi avere tre diversi

valori.

Due di essi orrispondono allo stato liquido e allo stato di vapore; il volume spei�o del orpo in quest'ultimo

stato essendo maggiore rispetto a quello liquido, il orpo deve essere liquido in M2 e vapore in M1. La porzione

M2A della urva per la quale il volume spei�o è minore rispetto a M2 deve orrispondere allo stato liquido;

per la parte M1B il orpo deve essere allo stato di vapore, poihé il volume spei�o è maggiore rispetto a M1.

La formula di Clausius onorda assai bene on i risultati delle esperienze di Andrews, he sono preedenti

alle rierhe teorihe di Clausius; essa india l'esistenza di una temperatura al di sopra della quale è impossibile

liquefare un vapore, qualunque sia la ompressione.

211. Ma la forma delle urve, per le temperature inferiori a quella ritia, di�erise da quella he si ottiene

sperimentalmente. Infatti, al momento della vaporizzazione del liquido, la pressione onserva lo stesso valore

per tutta la durata della vaporizzazione; la urva relativa allo stato liquido si raorda quindi on una retta

parallela a Ov on la urva relativa allo stato gassoso. Di onseguenza, se M1M2 orrisponde alla tensione

massima del vapore per la temperatura dell'isoterma onsiderata, la legge sperimentale he lega la pressione al

volume è rappresentata da

AM2M1B

Importa onosere iò he avviene in queste diverse trasformazioni. Nella vaporizzazione ordinaria, il orpo

passa dallo stato liquido a quello gassoso, ioè dal punto M2 al punto M1 lungo la retta M2M1; in un punto

qualsiasi di questa retta il orpo è in parte allo staro liquido, in parte allo stato di vapore. Se, al ontrario, fosse

possibile far passare il orpo dal punto M2 al punto M1, lungo la urva di Clausius, il orpo, in ogni istante

di questa trasformazione, sarà tutto nello stesso stato e passerà dallo stato liquido allo stato di vapore on un

serie ontinua di stati intermedi.

Tuttavia la parte M2C della urva data dalla formula di Clausius orrisponde ad uno stato del orpo

perfettamente realizzabile, sebbene on genere non si produa. Seondo la urva, il orpo è allora liquido e la

sua pressione è inferiore alla tensione massima del vapore. Queste sono le ondizioni realizzate da un liquido

surrisaldato. Possiamo quindi ammettere he, per la parte M2C della urva di Clausius, il orpo si trova in

questo stato.

D'altra parte, esperienze di MM. Wulner e Gotrian hanno dimostrato he un vapore può onservare il

suo stato anhe sottoposto ad una pressione superiore a quella he, nelle ondizioni normali, provoa la sua

liquefazione. La porzione M1D della urva orrisponderà quindi a questo stato del orpo.

La parte CαD non orrisponde ad aluno stato onosiuto. Ma, se si vuole onservare la ontinuità, è

neessario he le parti AM2C e DM2B dell'isoterma siano ollegate tra loro.

212. Queste onsiderazioni si trovano onfermate dall'instabilità degli stati dei orpi orrispondenti ai diversi

punti di M2CDM1.

Traiamo una retta parallela a Ov he intersea la urva in tre punti M
′

2α
′
e M

′

1 (�g. 29).

A questi tre punti orrispondono tre stati del orpo, per una stessa pressione e temperatura. Qual è il più

stabile di questi tre stati?
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Abbiamo visto (�192) he la ondizione di possibilità di un fenomeno, quando la temperatura e la pressione

non ambiano, è

dH
′

> 0

Lo stato più stabile deve quindi essere quello per il quale H
′

ha il valore più grande, poihé non si può

passare da questo stato ad un altro senza he vi sia diminuzione di H
′

, trasformazione impossibile in base alla

preedente diseguaglianza se le ondizioni di temperatura e di pressione non ambiano. Lo stato più instabile è

neessariamente quello per il quale H
′

ha il valore più piolo, poihé è allora possibile passare da questo stato

a tutti gli altri.

213. Cerhiamo quindi i valori H
′

1, H
′

α, H
′

2 della funzione H
′

nei punti M
′

1, α
′

, M
′

2.

Per una trasformazione elementare qualsiasi, si ha

dH
′

= SdT −Avdp

e, di onseguenza, per una trasformazione isoterma:

dH
′

= −Avdp

La variazione di H
′

quando si passa dal punto M
′

2 al punto α
′

, lungo la urva M
′

2Cα
′

, è quindi

H
′

α −H
′

2 = −A
ˆ

vdp

o

H
′

α −H
′

2 = −AAreaM ′

2Cα
′

ne deriva

H
′

α < H
′

2

Quando si passa dal punto M
′

2 al punto M
′

1 lungo la urva M
′

2CDM
′

1, la variazione di H
′

è

H
′

1 −H
′

2 = −A
ˆ

vdp = A(AreaM ′

2Cα
′Areaα′

DM
′

1

Ma il ilo M2CDαM2 ostituise un ilo hiuso isotermo, poihé lungo la retta M2M1 he rappresenta la

trasformazione del liquido in vapore sotto la pressione massima di questo vapore, la temperatura non ambia;

l'area limitata da questo ilo è quindi nulla (�194) e si ha

AreaM2Cα +AreaαDM ′

1
= 0

In onseguenza della posizione della rettaM
′

2M
′

1, l'areaM
′

2Cα
′

è più piola dell'areaM2Cα, mentre l'area

α
′

DM
′

1 è maggiore dell'area αDM1; di onseguenza

−AreaM ′

2Cα
′ +Area′

α
′
DM

′

1
> 0

e da questa diseguaglianza deriva la seguente

H
′

1 > H
′

2

213 bis. I valori della funzione H
′

nei tre punti M
′

2, α
′

,M
′

1 soddisfano quindi alle diseguaglianze

H
′

α < H
′

2 < H
′

1

Di onseguenza, lo stato più stabile è quello he orrisponde al punto M
′

1, ioè allo stato gassoso. È questo

lo stato he il orpo generalmente assume; assumerà gli altri due stati solo eezionalmente e li abbandonerà

per assumere lo stato di vapore sotto l'in�uenza della più piola ausa.

Se avessimo traiato la retta M
′

1α
′

M
′

2 al di sopra di M1, α,M2 , avremmo trovato

H
′

α < H
′

1 < H
′

2

È quindi lo stato orrispondente al punto M
′′

2 , ioè lo stato liquido, he è allora il più stabile.

Queste diverse onlusioni sono in aordo on le ipotesi avanzate ammettendo he M2C orrisponde a un

liquido surrisaldato e DM1 a un vapore soprasaturo; questi due stati sono infatti instabili; inoltre, un liquido

surrisaldato assume brusamente lo stato gassoso e un vapore soprasaturo si ondensa immediatamente sotto

l'in�uenza della più piola ausa.

In�ne, gli stati orrispondenti ai punti della urva CD essendo anora più instabili dei preedenti, si spiega

ome mai non si siano potuti realizzare.



CAPITOLO 14

MACCHINE A VAPORE

214. Rendimento industriale di una mahina termia

Il rendimento industriale di una mahina termia è molto diverso dal rendimento del ilo he desrive il

orpo he si trasforma. Per l'industriale, i due fattori importanti di una mahina sono: la quantità di arbone

bruiata nell'unità di tempo e la potenza o quantità di lavoro he questa mahina è in grado di produrre nella

stessa unità di tempo. Il rapporto tra queste due quantità, espresse in alorie, è il rendimento industriale.

Questo rendimento è sempre molto piolo. Per lungo tempo, le migliori mahine a vapore onsumavano

almeno 1kg di arbone all'ora e per avallo vapore. Si sono ompiuti poi dei progressi, ma l'ordine di grandezza è

rimasto lo stesso. 1kg di arbone libera in media 7500cal dalla sua ombustione e il avallo vapore he rappresenta
un lavoro di 75kgm al seondo, i dà per il rendimento industriale di queste mahine

75× 60× 60

425
: 7500 =

36

425

ira

1

12
. Una buona mahina a vapore fornise quindi, al massimo, un dodiesimo del lavoro he orrisponde

alla quantità di alore prodotta dalla ombustione del arbone.

215. Questo risultato non deve sorprendere. Tutto il alore prodotto dal arbone non è assorbito dalla

aldaia; una parte è persa per irraggiamento, un altra se ne va on il gas aldo prodotto dalla ombustione.

Anhe la quantità di alore assorbita dalla aldaia non è ompletamente trasformata in alore; una parte è,

dal prinipio di Carnot, trasportata al ondensatore. In�ne, questo lavoro è esso stesso in parte assorbito

dai meanismi he trasformano il movimento alternato del pistone in moto irolare ontinuo. Il rendimento

industriale è quindi il prodotto di tre fattori minori dell'unità; tutto iò spiega il suo basso valore.

Se hiamiamo Q0 la quantità di alore prodotta dal arbone; Q1 quella assorbita dalla aldaia; τ , il lavoro

indiato, ioè il lavoro prodotto dal orpo he si trasforma e la ui misura si fa per mezzo dell'indiatore di

Watt (� 63), e τ
′

, il lavoro misurato sull'albero he trasmette il moto rotatorio grazie al freno dinamometrio,

abbiamo ome valore del rendimento industriale

Aτ
′

Q0

=
Q1

Q0

×
Aτ

Q1

×
τ

′

τ

La Termodinamia si oupa di uno solo di questi fattori; il rapporto

Aτ
Q1

he è detto rendimento termio

della mahina. Esso ha evidentemente lo stesso valore, qualunque sia la massa del orpo he si trasforma

durante la suessione dei tempi; possiamo quindi supporre questa massa uguale all'unità

1

.

216. Rendimento termio.

Il valore di questa quantità, ome quella del rapporto

τ
Q1

, dipende dalla natura del ilo desritto dal vapore.

Abbiamo visto (� 124) he, per un ilo di Carnot, si ha

τ

Q1

= E
T1 − T2

T1

Come per ogni altro ilo, il rendimento è al più uguale a questa quantità, il rendimento termio di una

mahina ha ome valore massimo

Aτ

Q1

=
T1 − T2

T1
Ma i ragionamenti fatti per dimostrare he il rendimento di un ilo qualsiasi non può superare quello di

un ilo di Carnot suppongono he lo stato del orpo he trasforma è, in ogni istante, ompletamente de�nito

dalle due variabili p e T . Questa ondizione non può essere rigorosamente veri�ata nelle mahine termihe.

Conviene quindi dare una nuova dimostrazione he si appoggia sul teorema di Clausius generalizzato.

Da questo teorema abbiamo, hiamando dQ1 la quantità di alore assorbita dal orpo he si trasforma e

dQ2 quella he esso ede,

ˆ

dQ

T
=

ˆ

dQ1

T
−
ˆ

dQ2

T
< 0

1

Il rendimento termio non di�erise pertanto dal rendimento

τ
Q

di un ilo se non per il oe�iente A. Per evitare onfusione,

aluni autori hiamano oe�iente eonomio il rapporto

τ
Q1

111
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Se T1 è il valore massimo, e T2 il valore minimo di T , si ha
ˆ

dQ1

T
>

ˆ

dQ1

T1
=
Q1

T1
e

ˆ

dQ2

T
<

ˆ

dQ2

T2
=
Q2

T2
La disuguaglianza di Clausius diviene quindi

Q1

T1
−
Q2

T2
< 0

o

Q2

Q1

>
T2

T1
Ma dall'uguaglianza

Aτ = Q1 −Q2

data dal prinipio di equivalenza, deduiamo

Aτ

Q1

= 1−
Q2

Q1

Di onseguenza,

Aτ

Q1

< 1−
T2

T1
=
T1 − T2

T1
Il limite superiore del rendimento termio è quindi, per ogni ilo hiuso desritto,

(14.0.85)

Aτ

Q1

=
T1 − T2

T1

217. Valore massimo del rendimento termio di una mahina a vapore

Questo valore limite tende all'unità quando T1 aumenta e T2 diminuise. Si può quindi teoriamente ottenere

una mahina termia on un rendimento elevato prendendo per T1 e T2 valori opportuni. Ma è pratiamente

impossibile he iò avvenga, in quanto le due temperature possono variare solo entro limiti ristretti.

Nelle mahine a vapor aqueo la temperatura massima T1 è quella della aldaia. Essa è limitata dalla

resistenza delle pareti della aldaia stessa, sulle quali si eserita la pressione del vapore. Questa pressione rese

rapidamente on la temperatura: essa è di 5atm a 152°C e di 10atm a 180°. Non si può, pena rishio di esplosione,
superare la temperatura di 200°; il valore di T1 è allora

273 + 200 = 473

La temperatura T2 è pure limitata. Se la mahina non possiede un ondensatore la pressione del vapore,

all'usita dal ilindro, deve essere almeno uguale a quella dell'atmosfera; la sua temperatura è quindi almeno

100°C. Si ha quindi

T2 ≥ 373°

Quando la mahina possiede un ondensatore, T2 è la temperatura del ondensatore. Ma questa temper-

atura è neessariamente maggiore di quella dell'aria dell'ambiente; essa è in genere di 40°C; di onseguenza si

ha

T2 = 273 + 40 = 313

Ma ammettiamo anhe he il vapore esa dal ilindro on la pressione massima α del vapore per la temper-

atura del ondensatore. In genere, non è osì. Il ondensatore ontiene sempre, malgrado l'utilizzo di pompe ad

aria, una erta quantità di aria la ui pressione β si aggiunge a quella del vapore. Di onseguenza, il vapore he

ese dal ilindro avrà una pressione maggiore di α+β e la sua temperatura è maggiore di quella del ondensatore.

Se prendiamo per T1 e T2 i valori 473 e 313 he sono i limiti estremi pratii, otteniamo per il rendimento

massimo

473− 313

473
≃ 0, 36

218. Tentativi fatti per aumentare il rendimento di una mahina termia.

Al limite sarebbe possibile portare la temperatura T2 ad un valore di poo superiore a quella dell'aqua he

alimenta il ondensatore, ioè ira 20°. Basterebbe prendere una quantità di aqua su�ientemente grande ed

estrarre il massimo di aria possibile. Si aumenterà osì il rendimento della mahina, ma questo vantaggio sarà

ampiamente ompensato dal lavoro he si dovrà hiedere, per ottenerlo, alle pompe ad aqua e ad aria. Altre

modalità devono essere impiegate se si vuole abbassare T2.

M. du Tremblay ha proposto di abbassare in modo onsiderevole la temperatura T2 impiegando la maggior

parte del alore prodotto dalla ondensazione per vaporizzare l'etere; questo etere verrebbe raolto in un

seondo ondensatore. Questo proesso non è stato sperimentato.
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219. Non potendo abbassare la temperatura T2, si è provato ad aumentare la temperatura T1. Non potendo

ottenere questo risultato on il vapore aqueo saturo, i si è indirizzati verso l'aria. Per questa sostanza,

ome del resto per tutti i gas, la pressione non è funzione uniamente della temperatura ed è possibile avere una

temperatura elevata senza he la pressione divenga periolosa. L'impiego dell'aria ome agente di trasformazione

o�re vantaggi e, infatti, il rendimento termio delle mahine ad aria alda è maggiore di quelle a vapore.

Ma questo vantaggio è ampiamente bilaniato dagli inonvenienti he presenta questo tipo di motore: l'aria

alda bruia l'olio destinato a ridurre l'attrito degli organi della mahina; inoltre, ossida le parti metallihe. Per

questi motivi gli attriti sono notevoli e assorbono una signi�ativa quantità di lavoro; di onseguenza, il rapporto

τ
τ ′

tra il lavoro utilizzabile e quello potenziale è minore delle mahine a vapore. L'esiguità della pressione, he è

tuttavia il solo motivo he fa preferire l'aria alda al vapor aqueo, presenta anh'essa un inonveniente, poihé

il lavoro fornito per unità di massa, he è espresso da

´

pdv, risulta molto piolo. Bisogna quindi, per produrre

per un tempo stabilito una quantità di lavoro uguale a quello di una mahina a vapor aqueo, onsueta,

una massa di gas notevole, he ostringe a far assumere dimensioni esagerate alla mahina. La super�ie da

saldare viene ad essere notevolmente aumentata e il alore perso per irraggiamento e attraverso i prodotti della

ombustione è molto più grande; il rapporto

Q1

Q0
viene di onseguenza a diminuire.

Riassumendo, la sostituzione dell'aria on il vapore aqueo aumenta il rendimento termio delle mahine,

ma diminuise gli altri due rapporti

τ
τ ′

e

Q1

Q0
he �gurano nell'espressione del rendimento industriale. Quest'ul-

tima quantità non varia signi�ativamente. D'altra parte, il volume notevole he oupa neessariamente una

mahina termia di potenza media aumenta il prezzo di aquista e le spese di manutenzione per unità di

potenza. Le mahine ad aria alda, sebbene progettate seondo riteri rigorosi, non hanno potuto rimpiazzare

le mahine a vapore aqueo.

220. Impiego del vapore aqueo surrisaldato.

L'aumento di pressione he subise un vapore quando aumenta la sua temperatura è molto minore quando

questo vapore non saturo rispetto a quando è saturo. Si è quindi pensato di innalzare la temperatura limite

T1 surrisaldando il vapore prodotto, in ondizioni di saturazione, ad una temperatura inferiore. Si poteva

sperare di ottenere in tal modo un aumento del rendimento termio senza esagerare la pressione e evitando gli

inonvenienti delle mahine ad aria alda. In realtà, il rendimento termio massimo non ha, ome vedremo,

he un aumento poo importante on il surrisaldamento. Tuttavia, in molti asi, l'esperienza ha mostrato

l'utilità del surrisaldamento, ma la spiegazione deve essere erata altrove. Vedremo poi qual è l'e�etto noivo

del vapore ondensato sulle pareti del ilindro. Se il vapore è su�ientemente surrisaldato, non solo arriva

nel ilindro perfettamente seo, ma non si produe nemmeno ondensazione sulle pareti. Raggiunto questo

risultato, non si spinge oltre il surrisaldamento.

Nelle turbine, un erto surrisaldamento può ugualmente essere utile, poihé le goioline liquide generano

attriti.

In tutti i asi, mi propongo di dimostrare he l'e�etto utile del surrisaldamento non è dovuto al motivo

he l'aveva fatto inizialmente adottare.

221. Nuovo limite superiore del rendimento di una mahina a vapore.

Per questo erheremo un limite superiore più preiso del rendimento e faremo poi il alolo per una

mahina a vapore saturo e per una mahina a vapore surrisaldato.

Abbiamo già trovato l'espressione

T1 − T2

T1
per il valore massimo del rendimento di una mahina del primo tipo. Ma se si riprende il ragionamento he i

ha portato a questa espressione, si vede he questo valore massimo non può essere raggiunto se

ˆ

dQ1

T
=

ˆ

dQ1

T
e

ˆ

dQ2

T
=

ˆ

dQ2

T

Queste due uguaglianze non sono soddisfatte in generale poihé si ha T < T1 e T > T2 e he il ilo reale

del vapore si disosta molto dal ilo di Carnot.

222. Ma è possibile trovare un limite più preiso nel modo seguente: applihiamo il teorema di Clausius

al sistema formato dal ilindro della mahina, la aldaia, il ondensatore e dall'aqua e dal vapore he vi è

ontenuto. Per poter pensare il ilo desritto ome hiuso, onviene supporre he l'aqua di alimentazione sia

assorbita dal ondensatore e he quest'ultima apparehiatura, detta ondensatore di super�ie, sia ra�reddato

esternamente da una orrente d'aria. Queste due ipotesi non sono in genere ottenibili pratiamente. La prima

i ondurrà ad ammettere un rendimento troppo elevato (he non è un inonveniente, poihé erhiamo solo

un limite superiore a tale rendimento), poihé la temperatura dell'aqua di alimentazione è in genere inferiore

a quella del ondensatore. La seonda è all'inira indi�erente. Posto iò, gli sambi di alore ai quali questo

sistema è sottoposto sono i seguenti:
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(1) Una quantità di alore Q1 è eduta dal bruiatore all'aqua di alimentazione e all'aqua della aldaia;

(2) Una quantità di alore Q2 è eduta per la ondensazione dell'aqua he ra�redda tale apparehiatura;

(3) Una erta quantità di alore è persa per irraggiamento; per ora la trasureremo, e iò i porterà anora

ad ammettere un rendimento troppo elevato.

Abbiamo, dal teorema di Clausius

ˆ

dQ1

T
−
ˆ

dQ2

T
< 0

o, poihé T > T2,
ˆ

dQ2

T
<

ˆ

dQ2

T2
=
Q2

T2
quindi

ˆ

dQ1

T
<
Q2

T2
Per alolare l'integrale al primo membro, osserviamo he la temperatura alla quale l'aqua assorbe alore

non può essere onsiderata ostante. Questa aqua ha, infatti, al suo arrivo nella aldaia, una temperatura assai

inferiore a quella di vaporizzazione, e, per raggiungere quest'ultima, essa assorbe alore a diverse temperature.

Generalmente anhe la temperatura di questa aqua è inferiore a quella del ondensatore, poihé, in un gran

numero di mahine, l'alimentazione avviene per mezzo dell'iniettore di Gi�ard he funziona in modo opportuno

solo on aqua più fredda di quella ese dal ondensatore. Tuttavia, a�nhé il ilo dell'aqua he si trasforma

sia hiusa e he il teorema di Clausius sia appliabile, trasureremo la quantità di alore he bisogna fornire

all'aqua di alimentazione per portarla alla temperatura del ondensatore.

223. Supponiamo quindi l'aqua alla temperatura T2, e aloliamo la quantità di alore he bisogna fornire

alla massa unitaria per trasformarla in vapore saturo alla temperatura T1 seondo il valore dell'integrale

´

dQ1

T

per questa trasformazione.

Quando la temperatura dell'aqua si innalza di dT , essa assorbe una quantità di alore CdT , on C il

alore spei�o alla pressione he esiste nella aldaia. Questo alore spei�o di�erise di poo dall'unità; se

supponiamo he sia uguale a 1, abbiamo, per la trasformazione he porta l'aqua da T2 a T1,
ˆ

dQ1 =

ˆ

dT = T1 − T2

e

ˆ

dQ1

T
=

ˆ

dT

T
= log

T1

T2
Quando l'aqua vaporizza, assorbe una quantità di alore uguale al alore latente di vaporizzazione L alla

pressione della aldaia. Siome la temperatura rimane uguale a T1 durante questa trasformazione,

ˆ

dQ1

T
=

L

T1

Abbiamo quindi, per l'insieme delle due preedenti trasformazioni,

ˆ

dQ1 = Q1 = T1 − T2 + L

e

ˆ

dQ1

T
= log

T1

T2
+
L

T1

224. Ma, se poniamo

(14.0.86) log
T1

T2
+
L

T1
=
T1 − T2 + L

T
′

1

l'ultimo integrale diviene

ˆ

dQ1

T
=
Q1

T
′

1

e l'uguaglianza di Clausius i dà

Q1

T
′

1

−
Q2

T2
< 0

Da questa relazione e da quella he i fornise il prinipio di equivalenza

Aτ = Q1 −Q2

deduiamo

(14.0.87)

Aτ

Q1

<
T

′

1 − T2

T
′

1
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Questa espressione del rendimento termio non di�erise dall'espressione 14.0.85 già trovata se non per la

sostituzione di T
′

1 on T1. Essa darà un valore più viino al valore reale se T
′

1 è minore di T1; ed è iò he si

veri�a.

Infatti, per T
′

1 = T1, il seondo membro della relazione he de�nise T
′

1 diviene

T1 − T2

T1
+
L

T1

Abbiamo ora per il primo membro

log
T1

T2
+
L

T1
= log

(

1 +
T1 − T2

T2

)

+
L

T1

o, sviluppando in serie il logaritmo,

L

T1
+
T1 − T2

T2
−

1

2

(

T1 − T2

T2

)2

+
1

3

(

T1 − T2

T2

)3

− ....

La di�erenza T1 − T2 è minore di T2, e i termini della serie vanno deresendo, e si ha

log
T1

T2
+
L

T1
>
T1 − T2

T2
+
L

T1

e, a maggior ragione,

log
T1

T2
+
L

T1
>
T1 − T2

T1
+
L

T1

Il primo membro della relazione è quindi maggiore del seondo per T
′

1 = T1; di onseguenza, si può avere

uguaglianza solo per T
′

1 < T1.

225. Espressione del rendimento massimo quando il vapore è surrisaldato.

Supponiamo ora il vapore surrisaldato, e siano T2 la temperatura del ondensatore, T1 quella della aldaia,

e T0 quella del vapore surrisaldato.

Avremo, ome in preedenza, trasurando il alore peso per irraggiamento,

ˆ

dQ2

T
<

1

T2

ˆ

dQ2 =
Q2

T2

Per avere il alore assorbito dall'aqua per passare dalla temperatura T2 alla temperatura T0 i basta

aggiungere all'espressione trovata per Q1, alla � 223, il alore he bisogna fornire al vapore per portarlo da T1
a T0.

Se indihiamo on C il alore spei�o del vapore alla pressione he regna nella aldaia, e se supponiamo he

rimanga ostante, abbiamo per questa quantità di alore supplementare C (T0 − T1). Ne risulta per l'espressione
del alore totale Q1 assorbito dall'unità di massa d'aqua

Q1 = T1 − T2 + L+ C (T0 − T1)

Il termine omplementare da aggiungere all'espressione trovata per

´

dQ1

T
è

ˆ

CdT

T
= C log

T0

T1

di onseguenza,

ˆ

dQ1

T
= log

T1

T2
+
L

T1
+ C log

T0

T1

Se quindi poniamo

(14.0.88) log
T1

T2
+
L

T1
+ C log

T0

T1
=
T1 − T2 + L+ C (T0 − T1)

T
′

1

avremo anora per l'espressione del rendimento

Aτ

Q1

<
T

′

1 − T1

T
′

1
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226. E�etti del surrisaldamento sul valore del rendimento.

Ci è allora faile renderi onto del vantaggio he presenta una mahina quando si surrisalda il vapore.

Per �ssare le idee, ammettiamo he la temperatura della aldaia sia 150°C, quella del ondensatore 40° e
he il vapore surrisaldato raggiunga 250°. I valori di T1, T2 e T0 sono, in queste ondizioni,

T1 = 150 + 273 = 423

T2 = 40 + 273 = 313

T0 = 250 + 273 = 523

Se introduiamo questi valori nella relazione 14.0.88, otteniamo T
′

1 = 411°.

Nel aso in ui la stessa mahina funzionasse senza vapore surrisaldato, il vapore di T
′

1 determinato dalla

relazione 14.0.86 sarà 406°.
L'impiego del surrisaldamento aumenta molto poo la temperatura T

′

1; di onseguenza, i valori del rendi-

mento on o senza surrisaldamento devono di�erire di poo. Si trova infatti 0, 238 nel primo aso e 0, 204 nel

seondo.

Questo piolo aumento del rendimento si spiega on il fatto he la maggior parte del alore Q1 è fornito

al momento della vaporizzazione, ioè alla temperatura T1 della aldaia, he vi sia o meno surrisaldamento del

vapore. Il valore dell'integrale

´

dQ1

T
è quindi, nei due asi, assai poo diverso da

Q1

T1
e, di onseguenza, i valori

di T
′

1 sono entrambi viini a T1.

227. Mahine a vapore ad espansione

I diversi metodi proposti per aumentare il rendimento massimo delle mahine termihe presentano inon-

venienti he le rendono quasi inappliabili; i ostruttori si sono sforzati di perfezionare il funzionamento e gli

organi delle mahine a vapore in modo da ottenere un rendimento il più viino possibile al massimo ottenibile

per temperature fattibili della aldaia e del ondensatore.

Il più importante di questi perfezionamenti è l'impiego generale dell'espansione. Nelle mahine a espansione

l'immissione del vapore nel ilindro avviene solo durante una parte della durata della orsa del pistone; la

omuniazione del ilindro on la aldaia è eliminata per un'altra parte di questo durata e il vapore agise

allora solo in virtù della sua espandibilità: è la fase di espansione. Da questa disposizione risulta una notevole

eonomia di vapore, produendo la stessa quantità di lavoro; il rendimento termio ne viene quindi aumentato.

Ma a�nhé il pistone, arrivato al termine della propria orsa, possa ritornare indietro senza inontrare

resistenza signi�ativa, è neessario he la pressione sulla faia AB (�g. 30), he in preedenza sosteneva

l'azione del vapore, sia minore di quella he si eserita sull'altra faia CD. Per realizzare questa ondizione,

lo spazio ABEF è posto in omuniazione on il ondensatore prima he il pistone arrivi al termine della sua

orsa: è iò he viene detto sario antiipato.

Questa introduzione antiipata del vapore deve pure veri�arsi nello spazio EFAB quando, ritornando il

pistone su se stesso, la distanza da EF diviene molto piola. Se la pressione del vapore in questo spazio

di�erise poo da quella della aldaia nel momento in ui si apre l'apertura di ingresso, la quantità di vapore

presa dalla aldaia è piola. È faile realizzare tale ondizione: basta eliminare la omuniazione, he esiste

tra ABEF e il ondensatore dopo l'inizio del movimento di ritorno, un tempo su�iente prima dell'immissione

antiipata del vapore. Per tutto questo tempo, il vapore è ompresso tra il pistone e il fondo EF del ilindro:

è la fase di ompressione.

Riassumendo, la durata di una orsa doppia del pistone si sompone in sei fasi periodihe he si susseguono

nell'ordine seguente se si onsidera iò he passa a sinistra del pistone e se si suppone he il suo moto avvenga

da sinistra a destra:
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1° Immissione

2° Espansione nella fase di andata

3° Sario antiipato

4° Sario

5° Compressione nella fase di ritorno

6° Immissione antiipata

228. Distribuzione del vapore mediante satola di distribuzione e valvole

È evidente he la durata di ognuna di queste fasi in�uise sul valore del rendimento della mahina. Lo

sario e l'immissione antiipati del gas non devono avere una durata troppo lunga, poihé, se queste fasi

favorisono in una erta misura il buon funzionamento della mahina, presentano un grave inonveniente: il

lavoro del vapore durante queste fasi è resistente. Lo stesso per la fase della ompressione durante la quale il

vapore eserita sulla faia anteriore del pistone una ontro pressione he diminuise il lavoro.

Ma, quando la distribuzione del vapore avviene per mezzo di una satola di distribuzione, osa assai fre-

quente, la durata di iasuna delle sei fasi non può variare arbitrariamente e, di onseguenza, non si possono

sempre avere i valori rihiesti per ottenere il miglior rendimento.

Infatti, nel movimento della satola di distribuzione, andata e ritorno, si individuano quattro fasi: im-

missione del vapore, espansione, sario, ompressione. I quattro intervalli di tempo he separano gli istanti

iniziali di queste fasi da quello in ui il pistone si avvia dipendono da tre quantità: l'angolo de alage della

manovella della satola di distribuzione, la grandezza del rivestimento esterne ed interno. Esiste pertanto una

relazione tra questi quattro intervalli di tempo e di onseguenza tra le durate delle sei fasi della orsa del pistone

he dipendono neessariamente dal movimento della satola di distribuzione.

Se il movimento dell'albero de ouhe della mahina, sul quale è �ssato l'eentrio della satola di

distribuzione, è messo in moto per mezzo di una manovella e di una biella attaata alla barra del pistone, la

relazione he ollega i quattro intervalli di tempo mostra he la durata dell'espansione è uguale a quella della

ompressione nel aso limite in ui la biella e l'eentrio vengono supposti in�niti. Siome vi è vantaggio a

spingere l'espansione molto avanti e, al ontrario, ad avere solo una debole ompressione, la relazione preedente

sembra tale da impedire l'ottenimento del miglior rendimento. Tuttavia, produendosi l'espansione nel momento

in ui il pistone si trova a metà orsa di andata e la ompressione verso la �ne della orsa di ritorno, la veloità

del pistone è più grande durante l'espansione he la ompressione, e, di onseguenza, sebbene la durata di queste

fasi sia la stessa, l'espansione è molto più perepibile della ompressione. Tuttavia si è sempre ostretti, per

non avere una ompressione eessiva, a prendere ome durata omune della ompressione e dell'espansione un

valore più piolo di quello he sarebbe onveniente per una buona espansione; ne deriva una durata troppo

lunga allo sario antiipato.

La durata dell'immissione antiipata è pure più lunga di quanto sarebbe onveniente. Ciò riguarda il fatto

he le aperture di immissione del vapore si trovano solo poo a poo soperte dalla satola di distribuzione; la

pressione del vapore, ostretta ad attraversare una stretta apertura (abbassamento della pressione del vapore),

è allora più piola nel ilindro he nella aldaia durante i primi istanti dell'immissione. Se quindi si vuole he

nel momento in ui il pistone ritorna su se stesso la pressione sia poo diversa da quella della aldaia, bisogna

far iniziare l'immissione un tempo relativamente lungo prima he il pistone sia giunto alla �ne della sua orsa.

È neessario d'altra parte he l'apertura sia molto aperta nel momento in ui la veloità del pistone diviene

signi�ativa: senza questo gli attriti diverrebbero assai onsiderevoli.

229. Nelle mahine Corliss l'immissione e lo sario avvengono tramite valvole he si aprono rapidamente

ad un istante variabile a piaere; è quindi possibile spingere lo sario lontano quanto si vuole, riduendo

la durata della ompressione allo stretto neessario. Inoltre, non si produe l'abbassamento di pressione del

vapore all'inizio dell'immissione, e si può allora assegnare solo una durata molto breve all'immissione antiipata.

Queste onsiderazioni spiegano perhé le mahine Corliss sono spesso preferite alle mahine a satola di

distribuzione. Esse presentano tuttavia un inonveniente, inerente la loro superiorità: la ompliazione degli

organi di distribuzione.

230. Diagramma e rendimento di una mahina reversibile a ilindro impermeabile al alore.

La teoria della mahina a vapore i mostrerà a quale punto le mahine reali si disostano da quelle

teorihe; esponiamo dapprima la teoria di Clausius, he è stata per lungo tempo lassia e he sarebbe esatta se

le pareti del ilindro non sambiassero alore on il vapore; se, di onseguenza, queste pareti sono molto poo

onduttrii, vedremo poi quanto le onseguenze di questa teoria siano di�erenti dalla realtà. Ammettiamo he

le trasformazioni he subise l'aqua siano reversibili e, prendendo ome oordinate la pressione del vapore e il

volume he esso oupa nel ilindro, ostruiamo la urva delle trasformazioni per una mahina ad espansione

il ui ilindro è impermeabile al alore.
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Per tutta la durata della fase di immissione la pressione del vapore nel ilindro è uguale a quella della

aldaia, poihé, a ausa dell'ipotesi della reversibilità delle trasformazioni, trasuriamo le perdite di ario

derivanti dall'attrito del vapore ontro le pareti dei anali he lo portano dalla aldaia al ilindro.

Questa prima fase è quindi rappresentata dalla retta AB (�g. 31) parallela all'asse v.

L'espansione he segue il periodo di immissione è neessariamente adiabatio, poihé il ilindro è supposto

impermeabile al alore. Al termine di questa espansione il vapore deve trovarsi alla temperatura del onden-

satore, a ausa dell'ipotesi della reversibilità. La sua pressione è quindi quella del vapore aqueo saturo alla

temperatura del ondensatore e onserva lo stesso valore per l'intera durata dello sario. Di onseguenza, la

fase di espansione e quella di sario antiipato sono rispettivamente rappresentate dalla urva BC e dalla retta

CD.

Tornando indietro il pistone, il pistone diminuise e la fase di sario è rappresentata dalla retta DE.

La ompressione he avviene poi è adiabatia e la pressione del vapore al termine di questa fase è quella

della aldaia; essa è quindi rappresentata dalla urva EF .

In�ne la parte della retta FA orrisponde alla sesta fase, l'immissione antiipata del vapore.

231. Sottolineiamo he, essendo supposte impermeabili le pareti del ilindro, tutto il alore eduto dal

vapore è assorbito dal ondensatore; in altri termini, non vi è perdita di alore per irraggiamento. Se trasuriamo

anora la piola quantità di alore he bisogna fornire all'aqua he alimenta la aldaia per innalzare la sua

temperatura �no a quella del ondensatore, i troveremo nelle ondizioni esposte alla sezione 222. D'altro anto,

il ilo desritto dal vapore è reversibile. Di onseguenza, il rendimento termio della mahina assume il valore

massimo

T
′

1−T
′

2

T
′

1

, essendo T
′

1 dato dalla relazione 14.0.86.

La presenza di uno spazio tra il fondo del ilindro e il pistone, quando questo si trova al termine della

sua orsa, non in�uise sul valore di questo rendimento. Infatti, il diagramma onserva esattamente la stessa

forma; vi è una variazione solo nella sua posizione rispetto all'asse delle pressioni: il punto A è su questo asse in

assenza dello spazio tra ilindro e pistone, essendo il volume del vapore in tal aso nullo; si trova alla destra di

questo asse in assenza dello spazio indiato. La forma del diagramma non subise ambiamenti, il lavoro della

mahina per olpo di pistone rimane lo stesso. Da un altro lato, la quantità di vapore neessaria ad un olpo

di pistone non varia. Infatti, lo spazio tra pistone e ilindro, se esiste, è riempito dal vapore alla stessa pressione

della aldaia all'inizio dell'immissione; non vi è aluna essione di vapore alla aldaia per riempirlo. La quantità

di vapore non varia, e osì è anhe per il alore he si deve fornire per produrlo; di onseguenza, il rendimento

della mahina rimane lo stesso, he vi sia o meno lo spazio tra ilindro e pistone.

232. La forma generale del diagramma ambia se il vapore, penetrando nel ilindro, trasporta anhe goe

liquide. Tuttavia il valore del rendimento risulta un poo diminuito. Infatti, la quantità di vapore impiegato

per olpo di pistone non varia e il alore neessario per produrlo rimane lo stesso. Ma l'aqua trasportata ha

assorbito alore per passare dalla temperatura T2 alla temperatura T1 alla quale si trova quando penetra nel

ilindro. La quantità di alore orrispondente a un olpo di pistone è quindi maggiore rispetto a quando il

vapore è seo; di onseguenza, il rendimento della mahina è minore he in quest'ultimo aso, benhé la urva

di espansione si sia un poo innalzata.

Lo si può mostrare in un altro modo. Se m è la massa del vapore nell'unità di massa della misela di vapore

e goe, la quantità di alore he bisogna fornire per portare in quest'ultimo stato l'unità di massa d'aqua

presa a T2 è

Q1 = T1 − T2 + Lm

Per questa trasformazione, l'integrale

´

dQ1

T
vale

ˆ

dQ1

T
= log

T1

T2
+
Lm

T1

Di onseguenza, il valore di T
′

1 he si deve prendere nell'espressione del rendimento è dato dalla relazione

log
T1

T2
+
Lm

T1
=
T1 − T2 + Lm

T
′

1
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Ora è faile vedere he il valore di T
′

1 è maggiore per m = 1, ioè quando il vapore è seo, he per m < 1,
ioè quando il vapore è mesolato all'aqua liquida. Tuttavia, essendo m sempre viino all'unità, la di�erenza

tra questi valori di T
′

1 è piola e il rendimento è diminuito di poo.

233. E�etto della ondensazione del vapore d'aqua durante l'espansione.

Abbiamo visto he, se la temperatura della aldaia è 150°C e quella del ondensatore 40°, si ha T
′

1 = 406° e
T

′

1−T2

T
′

1

= 0, 204. Quest'ultimo dato mostra il valore del rendimento di una mahina reversibile a vapore seo.

Ma le temperature T2 e T
′

1 soddisfano le relazioni

Q2

T2
=

ˆ

dQ2

T

Q1

T1
=

ˆ

dQ1

T

e, siome si ha

ˆ

dQ1

T
−
ˆ

dQ2

T
= 0

ne risulta

Q1

T
′

1

=
Q2

T2

e di onseguenza

T
′

1 − T2

T
′

1

=
Q1 −Q2

Q1

Il valore del rendimento si può quindi alolare quando si onose la quantità di alore assorbita Q1 e la

quantità eduta Q2.

Regnault ha eseguito questo alolo servendosi di valori he aveva ottenuto nelle sue esperienze sui alori

latenti di vaporizzazione. Il alore latente di vaporizzazione dell'aqua essendo 500 per la temperatura di 150°
e 560 per quello a 40°, si ha

Q1 = 150− 40 + 500 = 610

Q2 = 560

ne risulta

Q1 −Q2

Q2

=
610− 560

610
= 0, 049

Questo valore del rendimento è molto più piolo di quello dedotto dal rapporto

T
′

1−T2

T
′

1

; è anhe molto più

piolo di quello del rendimento reale delle mahine, la quale, seondo Hirn, è ira 0, 12.

234. La spiegazione di questa di�erenza è faile. Sappiamo, e iò lo ignorava Regnault, he il vapore aqueo

si ondensa espandendosi. Di onseguenza, nel momento in ui il ondensatore è messo in omuniazione on

il ilindro, questo ontiene una mesolanza di vapore e aqua liquida, alla stessa temperatura del ondensatore

quando la mahina è reversibile. Se quindi x è la massa dell'aqua liquida e 1 − x quella del vapore per una

massa totale unitaria, la quantità di alore eduta al ondensatore è 560 (1− x) per unità di massa. La quantità

Q2 trovandosi osì diminuita, il rendimento

Q1−Q2

Q1
è aumentato e, per una mahina reversibile, riassume, ome

deve essere, il valore dato dal rapporto

T
′

1−T2

T
′

1

.

Da questa spiegazione risulta he la ondensazione del vapore durante l'espansione produe un e�etto utile

sul valore del rendimento. Si è voluto da iò onludere, a torto ome vedremo, he la amiia di vapore, utilizzata

per proteggere il ilindro dall'irraggiamento esterno e impedire la ondensazione del vapore, era inutile e anhe

dannosa.

235. In�uenza della durata dell'espansione e di quella della ompressione sul valore del

rendimento.

Quando la durata dell'espansione e quella della ompressione non sono rigorosamente uguali a quelle he

orrispondono al diagramma rappresentato in �gura 31, il rendimento della mahina è diminuito. Ciò deriva

immediatamente dal fatto he, le trasformazioni essano di essere reversibili, e il rendimento massimo non può

essere raggiunto.

Ma la onsiderazione del diagramma della mahina permette di giungere alla stessa onlusione.
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Se la durata dell'espansione è troppo breve, il diagramma della mahina è AB bcDEFA (�g. 32). L'area

di questo diagramma è più piola di quella del diagramma di una mahina reversibile della super�ie del

triangolo bcC. Il lavoro prodotto dal olpo di pistone è quindi diminuito senza he la quantità di vapore sia

variata; vi è, di onseguenza, diminuzione del rendimento.

Quando la ompressione è troppo breve, il diagramma è quello della �gura 33; per una ompressione troppo

lunga, è rappresentato dalla �gura 34.

Nel primo aso la perdita di lavoro per olpo di pistone è uguale all'area del triangolo efF ; nel aso è uguale

all'area del triangolo e
′

f
′

F , dovendo essere quest'area alolata ome negativa poihé il suo ontorno è desritto

nel senso inverso. Per quanto riguarda la quantità di vapore impiegato, essa rimane la stessa di una mahina

reversibile quando mana lo spazio tra ilindro e pistone a �ne orsa; ma, se tale spazio è presente, la quantità

di vapore impiegata per olpo di pistone può essere aumentata nel aso in ui la ompressione è troppo breve.

Vi è dunque sempre diminuzione di rendimento della mahina.

236. Non si può pratiamente spingere l'espansione �no alla �ne; bisognerebbe per questo dare al ilindro

una lunghezza eessiva. Inoltre, la forza he eserita il vapore sul pistone al termine dell'espansione sarebbe

allora molto piola e si troverebbe ompletamente annullata dagli attriti dei meanismi. D'altra parte la

perdita di lavoro derivante dalla riduzione dell'espansione non è onsiderevole, essendo l'area del triangolo bcC

(�g. 32) sempre piola.

La ompressione non viene più spinta �no alla �ne, poihé presenta l'inonveniente di opporre al pistone

una resistenza onsiderevole preisamente nel momento in ui la forza he lo fa muovere si trova diminuita

dall'espansione prodotta dietro. Il diagramma teorio di una mahina è quindi rappresentato dalla �gura 35.
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237. In�uenza delle pareti del ilindro.

Ma la teoria elementare he abbiamo esposto è lontana dal rendere onto di tutti i fenomeni he avvengono

nelle mahine. Oserei quasi dire he, sebbene utile perhé i aiuterà a omprendere una teoria più ompleta,

non ha però alun rapporto on la realtà. L'osservazione ha pure mostrato he vi è ondensazione del vapore

durante l'immissione e he al ontrario vi è vaporizzazione durante l'espansione. Ciò è vero almeno per le

mahine a un solo ilindro; nelle mahine omposte al ontrario, dove l'importanza degli sambi di alore

risulta diminuita, i si avviina alle ondizioni teorihe.

Questi fenomeni sono dovuti alle variazioni di temperatura delle pareti del ilindro, variazioni he si pro-

durrebbero anhe nel aso in ui le pareti, rioperte da una amiia assolutamente impermeabile al alore, non

ederanno alore per irraggiamento.

Durante il periodo di sario la pressione del vapore nel ilindro è la stessa del ondensatore; di onseguen-

za, al termine di questa fase, la temperatura di questo vapore e quella delle pareti del ilindro è di molto

poo superiore a quella del ondensatore. Durante la ompressione, il vapore si salda più rapidamente delle

pareti; siome poi la ompressione non è mai spinto �no alla �ne, la temperatura delle pareti è minore di

quella della aldaia al momento dell'immissione. Ne risulta quindi una ondensazione del vapore e, al termine

dell'immissione, le pareti del ilindro sono rioperte da uno strato liquido.

Durante l'espansione il vapore si ra�redda più rapidamente delle pareti e l'aqua he le riopre vaporizza

in parte malgrado la ondensazione dovuta alla espansione. Quando, al termine dell'espansione, si apre lo

sario, la pressione diminuise brusamente nel ilindro e l'aqua he si trovava anora sulle pareti passa allo

stato di vapore, poi si ondensa nel ondensatore. Vi è quindi vaporizzazione dell'aqua per tutta la durata

dell'espansione e l'inizio della fase di sario.

L'importanza di questa vaporizzazione è molto grande; essa arese la quantità di alore restituita al

ondensatore e, di onseguenza, abbassa il rendimento. Infatti, se non vi fosse vaporizzazione al momento dello

sario, questa quantità sarebbe per unità di massa: 560 (1− x), per una temperatura di 40° del ondensatore,
dove x rappresenta la frazione della massa he si trova allo stato liquido. Ma su questa quantità x una parte

x
′′

forma uno strato liquido sulle pareti e si vaporizza; passando nel ondensatore gli restituise una quantità

di alore 560x
′′

e la quantità Q2 he entra nell'espressione

Q1−Q2

Q1
del rendimento è aumentata.

Questa quantità Q2 è allora

Q2 = 560 (1− x) + 560x
′′

= 560
(

1− x
′

)

dove x
′

india la porzione di aqua liquida he si trova intimamente mesolata la vapore al momento in ui si

avvia lo sario.

238. In�uenza degli attriti interni del vapore.

Gli attriti del vapore he si produono soprattutto nell'apertura di immissione e in quella di sario

diminuisono ulteriormente il rendimento delle mahine per il fatto he questi attrito rappresentano fenomeni

irreversibili.

Questi attriti sono tanti più importanti quanto maggiore è la perdita di spinta; essi aumentano quindi on

la veloità di sorrimento del vapore e on la piolezza dell'apertura di immissione o di sario.

Si potrebbe redere he all'inizio dell'immissione la veloità del vapore sia piola, poihé il pistone è quasi

a �ne orsa e he la sua veloità sia poo onsiderevole. Allora, malgrado la ridotta apertura di immissione,

gli attriti saranno trasurabili. Ma in realtà la veloità del vapore è molto grande in questa fase, poihé ome

abbiamo già fatto notare, si produe una ondensazione del vapore e, di onseguenza, un vuoto parziale e una

sorta di tiraggio all'inizio dell'immissione. Gli attriti nel foro di immissione non possono quindi essere trasurati,

tanto più quelli he questi si produono durante lo sario.

239. Diagramma reale delle mahine a vapore.

Per queste diverse ragioni, ondensazione durante l'immissione, vaporizzazione durante l'espansione, attriti

interni del vapore, il diagramma reale delle mahine è molto diverso da quello teorio rappresentato dalla �gura

35. I diagrammi forniti dall'indiatore di Watt si avviinano alla urva rappresentata dalla �gura 36, in ui la

urva teoria è mostrata on linea tratteggiata.

Si vede he, per una parte notevole della fase di sario, la pressione nel ilindro rimane ben superiore a

quella del vapore nel ondensatore. Se lo sario ominiasse solo nel momento in ui il pistone si trova al

termine della sua orsa d'andata, questa di�erenza di pressione nuoerebbe per una parte della orsa di ritorno;

si vede dunque la neessità dello sario antiipato.
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Si vede pure he la pressione nel ilindro non raggiunge il valore della pressione nella aldaia se non verso la

metà del periodo di immissione; di onseguenza, l'immissione antiipata, he ha soprattutto ome sopo quello

di attutire gli urti al punto morto, non può nuoere al buon funzionamento della mahina, poihé produe

l'e�etto di postiipare il momento in ui il vapore agise a pressione massima.

È dallo studio attento di questi diagrammi he si ottengono i valori onvenienti per le diverse fasi di

funzionamento allo sopo di ottenere il miglior rendimento; il loro alolo è però alquanto di�ile.

240. Vantaggi della amiia di vapore e del vapore surrisaldato.

Riprendiamo, ome alla sezione 222, il sistema formato da aldaia, ilindro e ondensatore e dall'aqua

ontenuta in questi diversi ontenitori.

Il sistema totale desrive ad ogni olpo di pistone un ilo hiuso he è irreversibile sia tenendo onto delle

sorgenti di alore sia rispetto al sistema stesso (per impiegare la terminologia della sezione 172). Ma, se si

sompone questo sistema totale in un grande numero di sistemi elementari (molto pioli a�nhé in iasuno di

essi la temperatura possa essere vista ome uniforme, osì ome abbiamo fatto nella dimostrazione del teorema

di Clausius), ognuno di tali sistemi elementari desriverà un ilo reversibile, non tenendo onto delle sorgenti

di alore, ma piuttosto rispetto al sistema stesso).

Infatti, i soli fenomeni irreversibili he si veri�ano in una mahina a vapore sono sambi di alore tra

sistemi elementari a temperature diverse, oppure attriti he produono alore e distruggono lavoro. L'in�uenza

di questi fenomeni su uno dei nostri sistemi elementari si ridue a una essione o ad un assorbimento di alore,

e questo sistema si omporterà allo stesso modo sia se ede he assorbe questo alore da una sorgente ad una

temperatura in�nitamente poo diversa dalla sua, ioè in modo reversibile. Ognuno di questi sistemi elementari

desrive quindi un ilo reversibile rispetto al sistema stesso. Non sarebbe più osì se i fossero per esempio

fenomeni tali he ambiamenti di stato irreversibili (solidi�azione di un liquido soprafuso, e.) o fenomeni

himii. Ciò non avviene nel aso di ui i oupiamo.

Di onseguenza, si avrà

´

dQ
T

= 0 o per ogni sistema elementare desrivente il ilo hiuso orrispondente a

un olpo di pistone della mahina, e

ˆ ˆ

dQ

T
= 0

per il sistema totale.

La quantità di alore dQ assorbita da ogni sistema elementare omprende, oltre a quella eduta dalla

fornae e quella he è eduta all'aqua he ra�redda il ondensatore, il alore proveniente dagli attriti, il alore

risultante dagli sambi tra gli altri sistemi e quello he è perso per irraggiamento. Abbiamo quindi, indiando

rispettivamente on dQ1, dQ2, dQ3, dQ4 e dQ5 queste diverse quantità

dQ = dQ1 − dQ2 + dQ3 + dQ4 − dQ5

e ne risulta

ˆ ˆ

dQ

T
=

ˆ ˆ

dQ1

T
−
ˆ ˆ

dQ2

T
+

ˆ ˆ

dQ3

T
+

ˆ ˆ

dQ4

T
−
ˆ ˆ

dQ5

T
= 0

Il quarto integrale si può srivere in altro modo. Infatti, se un sistema elementare, la ui temperatura

è T assorbe una quantità di alore dQ4 da un altro posto a temperatura T
′

, ne risulta neessariamente una

essione −dQ4 fatta da quest'ultimo al primo; questi due sistemi fornisono quindi all'integrale i due elementi

dQ4

T
e− dQ4

T
; di onseguenza

ˆ ˆ

dQ4

T
=

ˆ ˆ

dQ4

(

1

T
−

1

T
′

)

Abbiamo d'altra parte

ˆ ˆ

dQ2

T
=
Q2

T2

Poniamo inoltre, ome abbiamo fatto per le mahine reversibili,

ˆ ˆ

dQ1

T
=
Q1

T
′

1
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Allora, viene

Q1

T
′

1

−
Q2

T2
+

ˆ ˆ

dQ3

T
+

ˆ ˆ

dQ4

(

1

T
−

1

T
′

)

−
ˆ ˆ

dQ5

T
= 0

I primi due integrali sono positivi, poihé, da una parte, dQ3 è una quantità positiva poihé questo alore

deriva dall'attrito, e, d'altra parte, T è più piola di T
′

se dQ4 è positivo; onviene quindi diminuirli il più

possibile.

241. Il seondo di questi integrali è partiolarmente interessante. I suoi termini provengono prinipalmente

dagli sambi di alore tra il vapore e le pareti del ilindro; bisogna quindi impegnarsi a rendere pioli questi

sambi.

La amiia di vapore soddisfa questo sopo. Essa era stata soppressa da qualhe ostruttore allorhé si

redeva he nelle mahine vi fosse ondensazione durante l'espansione; ma, poi, il suo impiego è divenuto

generale ome la pratia ha mostrato e ome vedremo.

Se non vi è amiia di vapore, le temperature T
′

e T delle pareti del ilindro e del vapore he ontengono sono

relativamente poo di�erenti; il fattore

1

T
− 1

T
′ è quindi molto piolo. Con la amiia di vapore la temperatura

T
′

delle pareti rimane pressapoo ostante; la variazione di quella del vapore è al ontrario molto onsiderevole;

di onseguenza T
′

e T sono lungi dall'essere uguali. Il fattore

1

T
− 1

T
′ ha quindi un valore più grande quando il

ilindro è irondato da una amiia di vapore rispetto a quando questa non è presente.

Ma l'aumento di questo fattore è largamente ompensato dalla diminuzione dell'altro fattore dQ4. Quando

tale amiia non è presente avviene una ondensazione al momento dell'immissione, e questa ondensazione da

luogo ad una liberazione notevole di alore he entra nel dQ4; la vaporizzazione dell'aqua he riopre le pareti al

momento dello sario tende anora ad aumentare enormemente il valore della quantità di alore messa in gioo

dagli sambi tra sistemi elementari. Questa ondensazione e questa vaporizzazione non si manifestano quando

si impiega la amiia di vapore, gli sambi di alore si hanno solo per i fenomeni di onduzione e onvezione;

le quantità sambiate in questo modo sono quindi molto piole. Ne deriva he l'integrale

´ ´

dQ4

T
è molto

diminuito dall'impiego di una amiia di vapore.

242. I numeri he seguono, sebbene desunti da doumenti antihi, possono dare un'idea dell'utilità di questo

organismo.

Abbiamo visto he, per una mahina la ui aldaia si trova a 150° e il ondensatore a 40°, la quantità di

alore neessaria per portare 1kg di aqua dallo stato liquido a 40° allo stato di vapore saturo a 150° è

Q1 = 610

Il alore restituito al ondensatore è

Q2 = 560
(

1− x
′

)

essendo x
′

la frazione della massa he si trova allo stato di goioline liquide disseminate nel vapore all'inizio

dello sario; questa frazione è di ira 0, 1 in assenza della amiia di vapore. Abbiamo quindi

Q2 = 560 (1− 0, 1) = 504

e, di onseguenza,

Q1 −Q2

Q1

=
610− 504

610
= 0, 18

Quando si impiega una amiia di vapore, il vapore del ilindro rimane seo; di onseguenza, x
′

è nullo e

Q2 = 560

Ma, per impedire la ondensazione del vapore, la amiia ha dovuto edere alore, iò he ha provoato la

ondensazione di una parte del vapore he essa ontiene; si valuta a ira 0, 2 della quantità totale impiegata

per olpo di pistone la quantità ondensata in tale modo. La quantità di alore Q1 è quindi

Q1 = 620 + 0, 2× 610 = 733

se ne onlude

Q1 −Q2

Q1

=
733− 560

733
=

173

733
= 0, 23

Il rendimento risulta in tal modo aumentato dall'impiego della amiia di vapore.

243. Le stesse onsiderazioni spiegano l'e�etto vantaggioso del surrisaldamento. Quest'ultimo agise ome

la amiia di vapore impedendo la ondensazione del vapore sulle pareti del ilindro. Ma il surrisaldamento

non è osì universalmente impiegato ome la amiia di vapore. D'altronde essa è sempre leggera e ha ome

sopo prinipale quello di vaporizzare, prima della loro entrata nel ilindro, le goioline liquide ontenute nel

vapore in usita dalla aldaia; essa serve quindi in partiolare a seare il vapore più he ad innalzare la sua

temperatura.
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244. Mahine omposte.

Non essendo il mio sopo quello di fare una teoria delle mahine a vapore, ma di illustrare on esempi

diversi i prinipi della Termodinamia, non insisterò sulle mahine più reenti, ome le mahine omposte.

Nelle prime, il vapore, dopo aver agito in un primo ilindro ed essersi in parte espanso, passa in un seondo

ilindro di maggiore apaità in ui esso si espande di nuovo agendo su un pistone. In genere il vapore si riporta

poi nel ondensatore, ma a volte si espande anora in un terzo ilindro prima di ondensarsi; la mahina è

allora detta a tripla espansione.

Il vantaggio di questo sistema è duplie; l'espansione può essere spinta più avanti senza he il lavoro motore

subisa eessive variazioni per un olpo di pistone e senza he si sia obbligati ad impiegare volani troppo

pesanti.

Ma molto più importante, la temperatura delle pareti di ognuno dei ilindri osilla non più tra T1 e T2, ma

tra limiti più ristretti; quella del ilindro ad alta pressione per esempio ha ome limiti la temperatura del vapore

nel momento in ui arriva alla aldaia, e la sua temperatura nel momento in ui passa da un ilindro all'altro;

quella del ilindro a bassa pressione ha ome limiti la temperatura del vapore al momento in ui passa da un

ilindro all'altro, e quella he possiede quando passa nel ondensatore; le ondensazioni nella fase di immissione

e di rivaporizzazione in quella di espansione e di sario, osì ome le perdite di rendimento he ne derivano,

risultano molto diminuite.

La stessa osa si ottiene a fortiori on le turbine nelle quali il regime è permanente, dove di onseguenza la

temperatura del vapore in uno stesso punto dello spazio è ostante, di modo he ogni punto della parete �nise

per mettersi in equilibrio termio on il vapore on ui si trova a ontatto.

245. Iniettore Gi�ard.

Per lungo tempo l'alimentazione delle aldaie è stata fatta tramite pompe, dette pompe di alimentazione,

mosse anh'esse dalla mahina; queste pompe attingono da un serbatoio l'aqua di evauazione del ondensatore

e la fanno penetrare sotto pressione nella aldaia. Attualmente l'alimentazione della aldaia avviene spesso

tramite l'iniettore di Gi�ard.

Senza entrare nella desrizione ompleta di questa apparehiatura rihiamiamo le parti essenziali he lo

ompongono: un tubo porta un getto di vapore in un ontenitore nel quale si a�aia un tubo di aspirazione

immerso in una bainella di immagazzinamento dell'aqua di alimentazione; un terzo tubo, detto tubo di ritorno,

porta l'aqua alla aldaia.

Il suo funzionamento si spiega on di�oltà. Poihé l'aqua della bainella è aspirata, la pressione nella

assetta di raordo dei tre tubi è neessariamente inferiore alla pressione atmosferia. Come può allora l'aqua

penetrare nella aldaia he si trova a pressione molto maggiore?

Credo he la teoria ompleta di questa apparehiatura sia anora da ostruire e non ho la pretesa di

darne una. L'analisi he segue è estremamente grossolana e ha ome solo sopo quello di mostrare he la

Termodinamia permette di spiegare il paradosso.

246. Supponiamo he la mahina si trova in ondizioni di regime permanente.

L'equazione

(14.0.89)

ϕω

ν
= cost

he abbiamo trovato alla � 132 studiando lo sorrimento dei �uidi è, in ogni istante, appliabile alle diverse

sezioni dello stesso tubo; ω designa la super�ie di una di queste sezioni, ϕ la veloità del �uido in un punto, ν

il volume spei�o he orrisponde a questo punto.

L'appliazione del prinipio di onservazione dell'energia i ha fornito tra queste quantità e l'energia interna

U dell'unità di massa una nuova relazione; questa si ridue a

(14.0.90) EU +
ϕ2

2
+ pv = cost

nel aso di un �uido non pesante e quando si suppone he non sambi alore on l'esterno (137). Quest'ultima

relazione sarà pertanto appliabile a tutte le sezioni di uno stesso tubo dell'iniettore se trasuriamo l'azione del

peso sul �uido he vi irola, vapore, aqua, misela di aqua e vapore, e se ammettiamo he non vi sia perdita

di alore per irraggiamento.

Esaminiamo ome divengono queste ultime due relazioni quando le sezioni onsiderate non appartengono

più allo stesso tubo.

247. Siano A0B0, A1B1 e A2B2 (�g. 37) le sezioni dei tre tubi he omprendono tra loro una massa unitaria

all'istante t. Dopo un tempo dt, questa stessa massa sarà delimitata dalle sezioni A
′

0B
′

0, A
′

1B
′

1, A
′

2B
′

2. Indiando

on dm0, dm1, dm2 le masse dei �uidi he oupano i volumi elementari A0B0A
′

0B
′

0, A1B1A
′

1B
′

1, A2B2A
′

2B
′

2,

abbiamo dm2 = dm0 + dm1.
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Ma il volume A2B2A
′

2B
′

2 vale ω2ϕ2dt; di onseguenza, la massa del �uido he ontiene è

dm2 =
ω2ϕ2dt

v2

Le masse dm0 e dm1 si possono srivere in modo analogo e, se introduiamo questa espressione nel-

l'uguaglianza preedente, otteniamo

(14.0.91)

ω2ϕ2

v2
=
ω0ϕ0

v0
+
ω1ϕ1

v1

per la relazione he sostituise la 14.0.89.

Applihiamo ora il prinipio di onservazione dell'energia; i fornise la relazione generale

EdQ+ dτ = EdU + dW

Ma dQ = 0 poihé supponiamo he non vi siano perdite di alore per irraggiamento; questa relazione si

ridue pertanto a

dτ = EdU + dW

La variazione dell'energia interna è uguale all'energia della massa dm2 diminuita della somma delle energie

delle masse dm0 e dm1, poihé l'energia interna della massa ompresa tra le sezioni A
′

0B
′

0 e A
′

1B
′

1 e la sezione

A2B2 è la stessa negli istanti t e t + dt, supponendo il mantenimento del regime permanente; di onseguenza,

hiamando U0, U1, U2 i valori dell'energia interna riferita all'unità di massa delle tre sezioni onsiderate, abbiamo

dU = U2dm2 − U0dm0 − U1dm1

La stessa osservazione si applia anhe alla variazione dell'energia inetia; tale variazione è

dW = dm2

ϕ2
2

2
− dm0

ϕ2
0

2
− dm1

ϕ2
1

2

Per valutare il lavoro dτ fornito al liquido durante il tempo dt, hiamiamo p0, p1, p2 i valori delle pressioni

nelle tre sezioni onsiderate; abbiamo allora

dτ = −p2v2dm2 + p0v0dm0 + p1v1dm1

Introduiamo questi valori di dU, dW e dτ nella relazione fornita dal prinipio di onservazione dell'energia;

si ha

(

EU2 +
ϕ2
2

2
+ p2v2

)

dm2 =

(

EU0 +
ϕ2
0

2
+ p0v0

)

dm0 +

(

EU1 +
ϕ2
1

2
+ p1v1

)

dm1

Questa è la relazione he sostituise la relazione 14.0.90 nel aso in ui più tubi si ollegano uno on l'altro.

Se la dividiamo per Edm2 e se poniamo

dm1 = µdm2

diviene

(14.0.92) U2 +A
ϕ2
2

2
+Ap2v2 = (1− µ)

(

U0 +A
ϕ2
0

2
+Ap0v0

)

+ µ

(

U1 +A
ϕ2
1

2
+Ap1v1

)

248. Applihiamo questa formula all'iniettore di Gi�ard ammettendo he il tubo C1 sia di prelievo del

vapore. C0 il tubo di aspirazione e C2 il tubo di sario.

L'unità di massa onsiderata nella dimostrazione della formula è arbitraria, e pertanto le posizioni delle

sezioni he la delimitano sono qualsiasi; possiamo quindi supporre he A0B0 è posta nella bainella, A1B1

nella parte della aldaia oupata dal vapore, e A2B2 nella parte della aldaia oupata dall'aqua. In queste

ondizioni i quadrati delle veloità ϕ0 e ϕ1 possono essere trasurati; inoltre, p1 e p2 hanno la pressione omune

p1 della aldaia, e p0 è uguale a quella dell'atmosfera.

Per quanto l'energia interna, abbiamo trovato il valore per il aso di un sistema formato da un liquido e dal

suo vapore saturo (169); questo valore è

U = Lm+ CT −Apm (σ − λ)
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Nel tubo di aspirazione il �uido in movimento è rappresentato dall'aqua; di onseguenza,m, he rappresenta

la frazione della massa he si trova allo stato di vapore, è nulla e C è uguale a 1; abbiamo quindi

U0 = T0

essendo T0 la temperatura dell'aqua di alimentazione.

Nel tubo di prelievo del vapore si ha m = 1; essendo C sempre uguale all'unità, l'energia interna U1è

U1 = L+ T1 −Ap1 (σ − λ)

In�ne, nel tubo di emissione si ha una misela di aqua e vapore; m ha quindi un valore, d'altra parte

inognito, ompreso tra 0 e 1. La temperatura è quella della aldaia T1; di onseguenza,

U2 = Lm+ T1 −Ap1m (σ − λ)

Resta solo da esprimere v0, v1, v2 per mezzo di σ e λ. Nel tubo di aspirazione il volume spei�o v0 è quello

del liquido λ; in quello di prelievo del vapore questo volume è σ; nel tubo di emissione,

v2 = mσ + (1−m)λ

Abbiamo quindi, sostituendo on questi valori le quantità he ompaiono nella formula 14.0.92,

Lm+ T1 −Ap1m (σ − λ) +A
ϕ2
2

2
+Ap1mσ +Ap1 (1−m)λ

= (1− µ) (T0 +Apoλ) + µ [L+ T1 −Ap1 (σ − λ) +Ap1σ]

o

L (m− µ) +A
ϕ2
2

2
= (1− µ) (T0 − T1 +Ap0λ−Ap1λ)

Ora A
ϕ2

2

2
è un termine essenzialmente positivo; di onseguenza, se lo eliminiamo, il primo membro del-

l'uguaglianza preedente diviene più piolo del seondo, ioè

L (m− µ) < (1− µ) (T0 − T1 +Ap0λ−Ap1λ)

Ma p1 è maggiore di po; Apλ − Ap1λ è pertanto una quantità negativa; di onseguenza possiamo, senza

ambiare il verso della disuguaglianza, sopprimere questa di�erenza se vogliamo trovare le ondizioni neessarie

di funzionamento del meanismo; abbiamo quindi

(14.0.93) L (m− µ) < (1− µ) (T0 − T1)

249. Una seonda disuguaglianza i è data dal prinipio di Carnot.

Consideriamo una massa µ di vapore nel tubo di inserimento del vapore e una massa 1 − µ di aqua nel

tubo di aspirazione; la loro unione dà una massa 1 nel tubo di emissione. Chiamiamo S0, S1, S2 le entropie,

riferite all'unità di massa, dei �uidi ontenuti in questi tre tubi. L'entropia del sistema formato dalla massa µ

del vapore e dalla massa 1− µ del liquido è

(1− µ)S0 + µS1

quando queste masse sono separate, e S2 quando dalla loro unione formano la misela d'aqua e di vapore

ontenuta nel tubo di emissione. La variazione di entropia è quindi

S2 − (1− µ)S0 − µS1

Come onseguenza del teorema del Clausius generalizzato, la variazione di entropia è maggiore del valore

dell'integrale

´ ´

dQ
T
, in ui una delle integrazioni si riferise al ilo e l'altro al volume del sistema, e in ui dQ

può assumere due signi�ati (188).

Nel aso di ui i oupiamo, per ipotesi non si hanno sambi di alore on l'esterno; ma terremo onto

degli sambi interni.

È hiaro he la variazione di entropia rimarrà maggiore di

´ ´

dQ
T

anhe tenendo onto in questo integrale

di qualhe sambio he in realtà avviene. Si ha, infatti, per uno qualunque di questi sambi, osì ome più volte

sottolineato,

ˆ ˆ

dQ

T
> 0

Terremo onto solo dello sambio onsiderevole he avviene al ontatto del vapore in arrivo dal tubo di

inserimento del vapore e dell'aqua in arrivo dal tubo di aspirazione. Questo vapore, già ra�reddato dall'es-

pansione subita, si trova ad una temperatura T2 inferiore a T1. L'aqua è alla temperatura T0; al ontatto

on il vapore la sua temperatura si innalza progressivamente �no a T2. Il vapore, al ontrario, edendo alore

all'aqua, rimane molto viino alla temperatura T2, ma in parte si ondensa.

Per una variazione di temperatura dT la quantità di alore assorbita dall'aqua è

dQ = (1− µ) dT
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abbiamo quindi

ˆ ˆ

dQ

T
= (1− µ)

ˆ T2

T0

dT

T
− (1− µ)

ˆ T2

T0

dT

T2

da ui

ˆ ˆ

dQ

T
= (1− µ) log

T2

T0
− (1− µ)

T2 − T0

T2
Di onseguenza, dobbiamo avere

(14.0.94) S2 − (1− µ)S0 − µS1 > (1− µ) log
T2

T0
− (1− µ)

T2 − T0

T2

250. Per alolare S0, S1 e S2 applihiamo la formula

S =
L

T
m+ C logT

he abbiamo trovato (169) per l'entropia di un sistema formato da una massa (1−m) di liquido e da una massa

m di vapore saturo; qui abbiamo C = 1 poihé si tratta di aqua. Il valore di S0 si ottiene ponendo m = 0, in
quanto il tubo di aspirazione non ontiene vapore, e ponendo T = T0; di onseguenza,

S0 = logT0

Quello di S1 si ottiene ponendo T = T1 e m−1, non ontenendo il tubo C1 altro he vapore; di onseguenza,

S1 =
L

T1
+ logT1

In�ne, nel tubo di emissione abbiamo una misela di aqua e vapore e

S2 =
L

T1
m+ logT1

La disuguaglianza 14.0.94 diviene, quando vi si sostituise S0, S1 e S2 on questi valori,

L

T1
m+ logT1 − (1− µ) logT0 − µ

(

L

T1
+ logT1

)

> (1− µ)

(

log
T2

T1
−
T2 − T0

T2

)

o

L (m− µ)

T1
> (1− µ)

(

logT2 − logT1 −
T0

T2
− 1

)

Confrontando questa disuguaglianza on la 14.0.93 si riava la seguente:

T1

(

log
T2

T1
−
T0

T2
− 1

)

< T0 − T1

o

(14.0.95) T0

(

T1

T2
− 1

)

< T1 log
T1

T2

Questa è la ondizione di funzionamento del meanismo.

251. Questa nuova disuguaglianza permette di alolare un limite superiore di T0. Infatti, a�nhé l'aspi-

razione possa avvenire, è neessario he la pressione nel punto di ongiunzione dei tre tubi sia inferiore alla

pressione atmosferia e di onseguenza he T2 sia minore di 100°; si trova osì 100° ira per le mahine a

pressione media. Questo valore è assai superiore a quello he si deve adottare in pratia, ira 20°, a�nhé

l'iniettore possa funzionare; questa di�erenza deriva dalle approssimazioni molto grossolane he abbiamo fatto,

e sempre nello stesso senso, nella ostruzione della disuguaglianza 14.0.95, e prinipalmente dal fatto he abbi-

amo trasurato i termini ontenenti i quadrati delle veloità; inoltre, abbiamo trasurato le perdite di alore per

irraggiamento e non abbiamo tenuto onto del lavoro onsiderevole trasformato in alore dall'attrito dei �uidi

ontro le pareti. Una teoria nella quale verranno introdotte tutte queste quantità darà ertamente un valore di

T0 molto più viino al valore reale, ma la ostruzione di questa teoria presenterà di�oltà quasi insormontabili.

Per quanto grossolana sia questa analisi, basta per mostrare he il paradosso è solo apparente, he il

funzionamento del meanismo non è ontrario ai prinipi della Termodinamia e he diviene impossibile se T0
oltrepassa un erto limite; ma non si potrebbe forse, senza aloli molto più lunghi, rendersi onto del valore di

questo limite. Rimane da fare una nota importante.

La teoria he abbiamo introdotto suppone he sia stabilito il regime ostante; essa i insegna ome questo

regime possa ontinuare a mantenersi, ma non rende per nulla onto del modo in ui tale regime si stabilise; essa

presenta quindi una nuova launa he sarà di�ile olmare. Tuttavia si può spiegare l'aspirazione dell'aqua di

alimentazione ome un e�etto della ontrazione della vena del vapore all'usita del tubo di prelievo. Serve infatti

he l'apertura dell'usita di questo tubo sia molto stretta, soprattutto al momento dell'avvio del meanismo; è
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per questo sopo he termina on un ono lungo l'asse del quale si può muovere un'asta detta lanetta; spostando

questa lanetta lungo l'asse si restringe o si allarga l'apertura del regolatore d'usita.



CAPITOLO 15

DISSOCIAZIONE

252. Diversi tipi di dissoiazione.

I fenomeni di dissoiazione sono reversibili. Si dividono naturalmente in due lassi, seondo lo stato �sio

dei omposti e dei omponenti. Quando i omposti e i omponenti sono gassosi si die he la dissoiazione

avviene in un sistema omogeneo; i primi fenomeni di dissoiazione soperti da H. Sainte-Claire Deville fanno

parte di questa lasse. Quando al ontrario uno dei orpi è liquido o solido la dissoiazione è detta avvenire in

un sistema eterogeneo.

Quest'ultima lasse si presenta in parehie forme. Una di esse è la dissoiazione del arbonato di ammoni-

aa, in ui un omposto solido da origine a due ostituenti gassosi: l'ammoniaa e l'aido arbonio. Un altro

tipo di dissoiazione è presentata dall'aido selenidrio, l'aido telluridrio, il sesquiloruro [sesqui: uno e mezzo℄

di romo; in queste dissoiazioni un omposto gassoso si separa in un gas e un liquido o un solido. In�ne il

arbonato di alio ostituise il terzo tipo: un omposto solido dà dalla sua dissoiazione un solido e un gas.

Le dissoiazioni he rientrano in questa ategoria sono state attentamente paragonate da Deville ai fenomeni

di vaporizzazione di un liquido. Le leggi dei due fenomeni sono le stesse e si può appliare alle dissoiazioni di

questo tipo la maggior parte dei risultati ottenuti nei Capitoli XI e XIII.

253. Teoria di M. Gibbs

Le leggi sperimentali della dissoiazione in sistema omogeneo sono molto meno note di quelle della dissoi-

azione del arbonato di alio; inoltre, la dissoiazione dell'aido iodidrio è la sola tra queste dissoiazioni he

abbia stimolato numerose rierhe quantitative. Tuttavia la teoria di questi fenomeni è molto avanzata, grazie

ai lavori di M. Gibbs.

Nella teoria he ha proposto, M. Gibbs suppone he le leggi dei gas perfetti siano appliabili ai gas he

ompongono il sistema in via di dissoiazione. Ammette inoltre le due ipotesi seguenti:

(1) L'energia interna di una misela omogenea di parehi gas perfetti è uguale alla somma delle energie

interne he possiederebbero questi gas se ognuno di essi oupasse da solo, alla stessa temperatura,

l'intero volume della misela.

(2) L'entropia di una misela omogenea di parehi gas perfetti è uguale alla somma delle entropie he

possiederebbero questi gas se iasuno di essi oupasse da solo, alla stessa temperatura, l'intero volume

della misela.

Queste due ipotesi non sono per nulla evidenti: le dimostreremo suessivamente e vedremo he la dimostrazione

dell'ultima presenta parehie di�oltà. Ma, prima, stabiliamo qualhe relazione, risultante dall'appliazione

delle leggi dei gas perfetti ai gas del sistema, he i sono indispensabili per queste dimostrazioni.

254. Consideriamo una mesolanza di tre gas perfetti G1, G2, G3 la ui massa totale è uguale all'unità, e

siano m1, m2, m3 le rispettive masse di questi gas; abbiamo

(15.0.96) m1 +m2 +m3 = 1

Dalla legge della mesolanza dei gas, la pressione p della misela è la somma delle pressioni p1, p2, p3 he i

gas assumerebbero se iasuno oupasse, alla stessa temperatura, l'intero volume; di onseguenza,

(15.0.97) p = p1 + p2 + p3

Se indihiamo on v1, v2, v3 i volumi spei�i he orrispondono alle pressioni p1, p2, p3 e alla temperatura

T , abbiamo le relazioni







p1v1 = R1T

p2v2 = R2T

p3v3 = R3T

Ma, dal signi�ato di p1, la massa m1 del gas G1 oupa, a questa pressione e alla temperatura T , l'intero

volume v della misela; di onseguenza abbiamo, per il volume spei�o v1,

v1 =
v

m1

129
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I volumi v2 e v3 essendo dati da analoghe espressioni, onsentono di risrivere le relazioni preedenti

(15.0.98)







p1
v
m1

= R1T

p2
v
m2

= R2T

p3
v
m3

= R3T

Se riaviamo i valori di p1, p2, p3 e se li introduiamo nella relazione 15.0.97, abbiamo

p = (m1R1 +m2R2 +m3R3)
T

v

Le quantità R1, R2, R3 sono proporzionali ai pesi spei�i dei gas. D'altra parte, la legge di Dulong e Petit

i die he i alori spei�i a volume ostante dei gas perfetti sono proporzionali ai pesi spei�i di questi gas. Di

onseguenza, i alori spei�i c1, c2, c3 dei gas G1, G2, G3 sono proporzionali a R1, R2, R3 e possiamo srivere

(15.0.99)

c1

R1

=
c2

R2

=
c3

R3

=
1

k

La preedente espressione di p diviene, quando si sostituiseR1, R2, R3 on i valori riavati da queste uguaglianze,

(15.0.100) p = (m1c1 +m2c2 +m3c3)
kT

v

255. Supponiamo ora he una parte del omposto, il gas G3, si dissoi; le masse dei gas in presenza variano

di dm1, dm2, dm3. Di onseguenza dalla relazione 15.0.96 avremo

(15.0.101) dm1 + dm2 + dm3 = 0

Ma queste variazioni di massa sono proporzionali ai pesi moleolari; possiamo quindi porre

(15.0.102)







dm1 = αdµ

dm2 = βdµ

dm3 = γdµ

essendo α e β ostanti uguali ai pesi moleolari di G1 e G2; γ una ostante uguale ma di segno opposto al peso

moleolare di G3. Dalla relazione 15.0.101 esse devono soddisfare all'uguaglianza

α+ β + γ = 0

La variazione di pressione he risulta da questa dissoiazione parziale è data dalla di�erenziazione del valore

15.0.100 di p. Se supponiamo he la temperatura e il volume spei�o della misela non ambino, avremo

dp = (c1dm1 + c2dm2 + c3dm3)
kT

v
o

dp = (αc1 + βc2 + γc3)
kT

v
dµ

Se il omposto he si dissoia è formato senza ondensazione, la pressione non ambia; di onseguenza, in

questo aso, dobbiamo avere,

αc1 + βc2 + γc3 = 0

Se, invee, la formazione del omposto avviene on ondensazione, dp è diverso da zero e l'uguaglianza

preedente non è soddisfatta. Porremo in generale

(15.0.103) αc1 + βc2 + γc3 = kµ

essendo λ un fattore diverso da zero quando vi è ondensazione e uguale a zero nel aso ontrario.

256. Energia interna di una mesolanza gassosa.

Chiamiamo U l'energia interna dell'unità di massa della misela alla temperatura T , e siano U1, U2, U3 i

valori dell'energia interna, riferiti all'unità di massa dei gas he la ompongono, rimanendo la temperatura la

stessa.

Dalla legge di Joule, l'energia interna di un gas perfetto dipende solo dalla sua temperatura e la variazione

di tale energia si esprime

dU = cdT

Avremo quindi per integrazione, per i tre gas onsiderati,

(15.0.104)







U1 = c1T + h1
U2 = c2T + h2
U3 = c3T + h3

on h1, h2, h3 ostanti.
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Ammettiamo he questi gas siano posti in ontenitori separati; l'energia interna del sistema he formano è

evidentemente uguale alla somma delle loro energie interne. Di onseguenza, la variazione di questa quantità è,

per una trasformazione elementare,

(15.0.105) dU = m1dU1 +m2dU2 +m3dU3

Mettiamo ora i tre ontenitori in omuniazione; i gas tendono a mesolarsi per di�usione. La variazione di

energia risultante da questo fenomeno è

dU = dQ +Adτ

.

La di�usione dei gas avviene senza essione o assorbimento di alore, dQ è nullo; inoltre, non variando

il volume del sistema, dτ è pure nullo. La variazione dell'energia interna è quindi nulla. Di onseguenza,

la variazione di energia del sistema è sempre data dall'espressione 15.0.105, per i gas sia mesolati he non

mesolati, purhé le loro masse non varino. Ammettiamo he siano miselati. L'espressione 15.0.105 di dU dà

per integrazione

U = m1U1 +m2U2 +m3U3 + ϕ (m1,m2,m3)

o, sostituendo U1, U2, U3 on i loro valori 15.0.104 nei quali le ostanti h possono essere trasurate poihé ϕ è

una funzione arbitraria,

(15.0.106) U = (m1c1 +m2c2 +m3c3)T + ϕ (m1,m2,m3)

Questa è l'espressione dell'energia interna della misela.

257. Per determinare la funzione ϕ onsideriamo una seonda misela gassosa formata dagli stessi gas, ma

presenti in proporzioni diverse. L'energia interna di questa misela è

U
′

=
(

m
′

1c1 +m
′

2c2 +m
′

3c3

)

T + ϕ
(

m
′

1,m
′

2,m
′

3

)

Se mettiamo il reipiente ontenente questa misela in omuniazione on quello he ontiene il primo,

avremo, per di�usione, una misela ontenente una massa m1 +m
′

1 del gas G1, una massa m2 +m
′

2 del gas G2,

e una massa m3 +m
′

3 del gas G3. L'energia interna totale di questa nuova misela sarà

[(

m1 +m
′

1

)

c1 +
(

m2 +m
′

2

)

c2 +
(

m3 +m
′

3

)

c3

]

T + ϕ
[(

m1 +m
′

1

)

,
(

m2 +m
′

2

)

,
(

m3 +m
′

3

)]

D'altra parte, questa energia deve essere la somma delle energie U e U
′

delle mesolanze iniziali, poihé la

di�usione non ha apportato aluna variazione nel valore dell'energia; questa somma è

[(

m1 +m
′

1

)

c1 +
(

m2 +m
′

2

)

c2 +
(

m3 +m
′

3

)

c3

]

T + ϕ
[

(m1,m2,m3) + ϕ
(

m
′

1,m
′

2,m
′

3

)]

Dobbiamo quindi avere

ϕ
′

[(

m1 +m
′

1

)

,
(

m2 +m
′

2

)

,
(

m3 +m
′

3

)]

= ϕ
′

(m1,m2,m3)

La derivata della funzione ϕ rispetto a m1ha quindi lo stesso valore, per qualunque valore di m1,m2,m3; è

quindi una ostante. Di onseguenza, ϕ è una funzione lineare di m1. Inoltre essa deve essere di primo grado

rispetto a m2 e a m3. Possiamo quindi porre

ϕ (m1,m2,m3) = m1h1 +m2h2 +m3h3

essendo h1, h2, h3 ostanti arbitrarie. Allora l'espressione 15.0.106 di U diviene, sostituendo ϕ on questo valore,

U = m1 (c1T + h1) +m2 (c2T + h2) +m3 (c3T + h3)

ioè

(15.0.107) U = m1U1 +m2U2 +m3U3

L'energia interna di una misela di numerosi gas è quindi uguale alla somma delle energie interne di ognuno

di essi per la stessa temperatura T . Di onseguenza, la prima delle proposizioni sulle quali si basa la teoria di

M. Gibbs si trova dimostrata.
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258. Calore di trasformazione.

Se si india on Ldµ la quantità di alore he bisogna fornire a un sistema in parte dissoiato per far variare

di αdµ, βdµ, γdµ le masse dei gas he si trovano nell'unità di massa della misela, a temperatura e volume

invariati, il fattore L è il alore di trasformazione moleolare.

L'espressione di questa grandezza si riava failmente.

E�ettuandosi la trasformazione senza ambiamento di volume, il lavoro dτ fornito al sistema è nullo; di

onseguenza, la variazione dell'energia interna è uguale alla quantità di alore fornita, Ldµ. Abbiamo quindi,

di�erenziando l'espressione 15.0.107 relativa a U ,

Ldµ = dU = U1dm1 + U2dm2 + U3dm3

essendo nulle le variazioni di U1, U2, U3 poihé la temperatura rimane ostante. Se sostituiamo dm1, dm2, dm3

on i loro valori 15.0.102, si ha, dopo aver diviso per dµ,

L = αU1 + βU2 + γU3

o

L = (αc1 + βc2 + γc3) T + αh1 + βh2 + γh3

o anora

L = kλT + h

tenendo onto della relazione 15.0.103 e ponendo

h = αh1 + βh2 + γh3

Questa espressione di L mostra he, nel aso in ui il omposto he si dissoia sia formato on ondensazione,

questa grandezza è una funzione lineare della temperatura; è una ostante quando il omposto è formato senza

ondensazione, poihé in tale aso λ = 0.

259. Entropia di una misela gassosa.

Chiamiamo S l'entropia dell'unità di massa della misela quando la temperatura è T e il volume spei�o v,

e siano S1, S2, S3 le entropie, riferite all'unità di massa, dei gas he la ompongono, quando questi gas oupano,

alla stessa temperatura T , il volume v, ioè quando le loro pressioni sono rispettivamente p1, p2, p3.

Faiamo subire alla misela una trasformazione reversibile he, senza alterarne la omposizione, faia

variare le quantità p, v, T . La variazione dell'entropia risultante da questa trasformazione è

dS =
dQ

T
=
dU

T
+
Apdv

T

Dimostreremo ora he

U = U1m1 + U2m2 + U3m3

di onseguenza, poihé m1,m2,m3 non variano,

dU

T
= m1

dU1

T
+m2

dU2

T
+m3

dU3

T

D'altra parte abbiamo trovato

p = p1 + p2 + p3

e sappiamo he

v = m1v1 = m2v2 = m3v3

Possiamo srivere

dS = m1

(

dU1

T
+
Ap1dv1

T

)

+m2

(

dU2

T
+
Ap2dv2

T

)

+m3

(

dU3

T
+
Ap3dv1

T

)

Ma la somma

dU1

T
+
Ap1dv1

T
è la variazione dell'entropia dell'unità di massa del gas G1 quando, essendo T la sua temperatura e p la sua

pressione, si fanno variare tali grandezze; è quindi dS1. Si vedrà allo stesso modo he le altre due somme

analoghe hanno rispettivamente ome valori dS2 e dS3; abbiamo quindi, per la trasformazione onsiderata,

dS = m1dS1 +m2dS2 +m3dS3

Ne deduiamo per integrazione

S = m1S1 +m2S2 +m3S3 + ϕ (m1,m2,m3)

La funzione arbitraria ϕ he entra in questa relazione non può essere determinata allo stesso modo della

funzione dello steso tipo he abbiamo ottenuto nella relazione per l'energia interna. Ciò dipende dalla di�usione,

he è un fenomeno irreversibile, he può produrre una variazione dell'entropia, sebbene non sia aompagnata

da alun fenomeno alori�o.
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M. Duhem, nel suo testo, Il Potenziale termodinamio (pagina 47, riga 22), ammette he questa funzione è

una ostante he si può supporre nulla, poihé l'entropia di un sistema è determinata a meno di una ostante.

Seguendo questa ipotesi, la relazione dell'entropia del sistema diviene

(15.0.108) S = m1S1 +m2S2 +m3S3

e la seonda proposizione di M. Gibbs è dimostrata.

260. Ammettiamo provvisoriamente l'ipotesi di M. Duhem e, di onseguenza, la proposizione di M. Gibbs,

e erhiamo l'espressione di S.

La quantità di alore he bisogna fornire all'unità di massa di un gas perfetto, durante una trasformazione

elementare, vale

dQ = C
dT

dv
dv + c

dT

dp
dp

essendo C e c i alori spei�i a pressione e volume ostante. Se si sostituisono le derivate parziali di T on i

valori dedotti dalla relazione fondamentale

(15.0.109) pv = RT

si ottiene

dQ =
Cpdv

R
+
cvdp

R
e, per la variazione orrispondente di entropia,

dS =
dQ

T
= C

dv

v
+ c

dp

p

o anora

dS = (C − c)
dv

v
+ c

(

dv

v
+
dp

p

)

Ma sappiamo he

C − c = AR

e, d'altra parte, la relazione 15.0.109 i dà, di�erenziandola e dividendo per pv,

dv

v
+
dp

p
=
dT

T

Possiamo pertanto srivere la variazione di entropia

dS = AR
dv

v
+ c

dT

T

e otteniamo mediante integrazione

(15.0.110) S = AR log v + c logT + a

essendo auna ostante.

Applihiamo questa formula a iasuno dei gas G1, G2, G3. Notando he il volume spei�o di uno di loro,

per esempio G1, vale v1 = v
m1

, indiando qui on v il volume spei�o della misela, abbiamo

(15.0.111)







S1 = AR1
v
m1

+ c1 logT + a1
S2 = AR2

v
m2

+ c2 logT + a2
S3 = AR3

v
m3

+ c3 logT + a3

Introduendo questi valori nella formula 15.0.108, otterremo l'espressione dell'entropia della misela in

funzione del suo volume spei�o, della sua temperatura e delle masse dei gas he la ompongono.

261. Appliazione alla dissoiazione.

Supponiamo he, onservando la temperatura e il volume spei�o lo stesso valore, si faia subire alla

mesolanza una trasformazione reversibile avente ome e�etto quello di aumentare l'entropia di dS. La quantità

di alore fornita durante questa trasformazione soddisfa all'uguaglianza

dS =
dQ

T

e, d'altra parte, essa vale

dQ = Ldµ

abbiamo quindi

dS =
L

T
dµ

Ma

dS = m1dS1 +m2dS2 +m3dS3 + S1dm1 + S2dm2 + S3dm3
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La prima delle espressioni 15.0.111 i dà per di�erenziazione, poihé v e T sono ostanti,

dS1 = −AR1

dm1

m1

ne deduiamo

m1dS1 + S1dm1 = (S1 −AR1) dm1 = α (S1 −AR1) dµ

Le altre due relazioni del gruppo 15.0.111 i porteranno a uguaglianze simili; di onseguenza, sommandole,

otteniamo

ds = [αS1 + βS2 + γS3 −A (αR1 + βR2 + γR3)] dµ

e di onseguenza

αS1 + βS2 + γS3 −A (αR1 + βR2 + γR3) =
L

T

Sostituiamo le entropie S1, S2, S3 on il valore 15.0.111; si ha (370)

A log v (αR1 + βR2 + γR3)−A (αR1 logm1 + βR2 logm2 + γR3 logm3) +

−A (αc1 + βc2 + γc3) logT + αa1 + βa2 + γa3 =
L

T

Ma avevamo posto

αc1 + βc2 + γc3 = kλ

e da questa uguaglianza e dalle relazioni 15.0.99 risulta

αR1 + βR2 + γR3 = λ

Di onseguenza, se poniamo

AαR1 = α1 AβR2 = β1 AγR3 = γ1

αa1 + βa2 + γa3 = α

otteniamo

A log v − α1 logm1 + β1 logm2 − γ1 logm3 + kλ logT + α =
L

T
Questa è la formula della dissoiazione.

Essa ondue a numerose onseguenze interessanti e in aordo on l'esperienza. Come esempio, segnaliamo

il seguente:

Nel aso in ui il orpo he si dissoia è formato senza ondensazione, λ è nullo e il volume spei�o v

sompare dalla formula; di onseguenza, la omposizione della misela non dipende dal volume. La si può

quindi omprimere a temperatura ostante senza ambiare lo stato del sistema.

262. Osservazioni sull'ipotesi di M. Duhem

Ma, benhé le onseguenze della formula preedente non siano ontraddette da aluna esperienza e siano

pure onfermate da alune di esse, la teoria preedente non può essere aettata senza restrizioni, in quanto la

seonda delle proposizioni di base si fonda su un'ipotesi assolutamente arbitraria, l'ipotesi di M. Duhem.

È faile rendersi onto dell'arbitrarietà di tale ipotesi.

Chiamiamo S
′

1 l'entropia dell'unità di massa del gas G1 quando la sua pressione è uguale alla pressione

totale p della misela, e la sua temperatura uguale a T . Questa grandezza è evidentemente diversa da S1,

poihé quest'ultima si riferise al aso in ui il gas è alla pressione p1 e al fatto he l'entropia di un gas perfetto

dipende dalla pressione. Dalla formula 15.0.110, vale

S
′

1 = AR1 log v
′

1 + c1 logT + a1

essendo v
′

1 il volume spei�o del gas G1 alla pressione p e alla temperatura T . La di�erenza S1 −S
′

1è pertanto

S1 − S
′

1 = AR1 log
v

m1v
′

1

Il seondo membro di questa relazione dipende solo dalle variabili m1,m2,m3. Infatti, il volume spei�o

di G1 essendo v1 per i valori p e T della pressione e della temperatura, il volume oupato dalla massa m1 di

questo gas nelle stesse ondizioni è m1v
′

1. Indiando on v
′

2 e v
′

3 i volumi spei�i dei gas G2 e G3 per gli stessi

valori della pressione e della temperatura, m2v
′

2 e m3v
′

3 sono i volumi delle masse m2 e m3 di questi gas. Il

volume totale v della misela è la somma di questi volumi; di onseguenza,

m1v
′

1 +m2v
′

2 +m3v
′

3 = v

D'altra parte,

pv
′

1 = R1T pv
′

2 = R2T pv
′

3 = R3T
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di onseguenza,

m1v
′

1

m1R1

=
m2v

′

2

m2R2

=
m3v

′

3

m3R3

=
v

m1R1 +m2R2 +m3R3

ne risulta

log
v

m1v
′

1

= log
m1R1

m1R1 +m2R2 +m3R3

Si dimostrerà allo stesso modo he le di�erenze S2 − S
′

2 e S3 − S
′

3 sono funzioni di m1,m2,m3. Possiamo

pertanto porre

m1S1 +m2S2 +m3S3 −m1S
′

1 −m2S
′

2 −m3S
′

3 = ψ (m1,m2,m3)

Abbiamo però dimostrato he l'entropia della misele è

S = m1S1 +m2S2 +m3S3 + ϕ (m1,m2,m3)

di onseguenza,

S = m1S
′

1 +m2S
′

2 +m3S
′

3 + ψ (m1,m2,m3) + ϕ (m1,m2,m3)

o anora

S = m1S
′

1 +m2S
′

2 +m3S
′

3 + χ (m1,m2,m3)

essendo χ una funzione qualsiasi delle masse.

Possiamo supporre he questa funzione è una ostante assoluta he può essere trasurata: l'ipotesi è

aettabile quanto quella di M. Duhem. Allora

S = m1S
′

1 +m2S
′

2 +m3S
′

3

ioè: l'entropia di una misela omogenea di più gas è uguale alla somma delle entropie di questi gas quando

ognuno di essi si trova alla temperatura e alla pressione della misela.

Questa proposizione può servire da base per una teoria della dissoiazione osì ome la preedente. Una tale

teoria ondurrà a onseguenze in ontraddizione on l'esperienza e, di onseguenza, non potrà essere aettata.

La proposizione preedente non ha quindi aluna possibilità di essere vera malgrado la sua analogia on quella

ammessa da M. Duhem, e, poihé essa deriva da una ipotesi simile a quella di M. Duhem, questa può essere

inesatta. Proviamo allora a giusti�arla.

263. Conseguenza di questa ipotesi

Se ammettiamo he l'entropia della misela è, dalle relazioni 15.0.108 e 15.0.111,

S =
∑

(

AR1m1 log
v

m1

+ c1m1 logT +m1a1

)

per una misela alla stessa temperatura on volume spei�o v
′

e ontenente ome unità di massa una massa

m
′

1 del gas G1, m
′

2 del gas G2 e m
′

3 del gas G3, l'entropia è

S
′

=
∑

(

AR1m
′

1 log
v

′

m
′

1

+ c1m
′

1 logT +m
′

1a1

)

Se mettiamo in omuniazione i due reipienti he supporremo ontenere una massa 1 di iasuno di quelli

mesolati, otterremo per di�usione una nuova misela la ui entropia totale S
′′

vale

S
′′

=
∑

AR1

(

m1 +m
′

1

)

log
v + v

′

m1 +m
′

1

+ c1

(

m1 +m
′

1

)

logT +
(

m+m
′

1

)

a1

Questo valore è maggiore di S + S
′

, poihé la di�usione è un fenomeno irreversibile e noi sappiamo he un

fenomeno irreversibile e isotermo è aompagnato da un aumento dell'entropia. Questo aumento vale

S′′ − S − S
′

=
∑

AR1

[

(

m1 +m
′

1

)

log
v + v

′

m1 +m
′

1

−m1 log
v

m1

−m
′

1 log
v

′

m
′

1

]

Se i fosse un solo gas, l'aumento di entropia varrebbe preisamente il primo termine della somma he

ostituise il seondo membro di questa equazione. Di onseguenza, risulta dall'ipotesi di M. Duhem la seguente

proposizione:

Quando due misele formate da parehi gas di�ondono, l'aumento di entropia è uguale alla somma degli

aumenti he risulterebbero dalla di�usione dei gas se ognuno di essi fosse presente da solo nei reipienti he

ontengono le misele.

264. Mostriamo he, inversamente, se questa proposizione è ammessa, l'ipotesi di M. Duhem ne onsegue.
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Supponiamo he le masse m1,m2,m3 dei tre gas G1, G2, G3 siano in reipienti separati alla pressione p e

alla temperatura T . Le entropie di questi gas sono allora S
′

1, S
′

2, S
′

3 per unità di massa, e l'entropia del sistema

he essi formano, essendo evidentemente uguale alla somma delle entropie parziali, vale

(15.0.112) m1S
′

1 +m2S
′

2 +m3S
′

3

Mettiamo i tre reipienti in omuniazione; i gas di�ondono. Cerhiamo l'inremento di entropia he ne

risulta.

Se il gas G1 fosse solo, due reipienti sarebbero vuoti e la messa in omuniazione dei reipienti avrebbe

l'e�etto di far oupare dalla massa m1 di questo gas il volume v di tutti e tre i reipienti. Siome d'altra

parte supponiamo he la di�usione avvenga senza variazione di temperatura, onformemente alla legge di Joule,

la temperatura di questa massa gassosa è T . Di onseguenza, la sua entropia è S1 per unità di massa. La

variazione di entropia risultante dalla di�usione della massa m1 supposta ome sola è pertanto

m1

(

S1 − S
′

1

)

Le variazioni dell'entropia delle masse m2 e m3 degli altri due gas, quando questi gas, supposti soli sepa-

ratamente, di�ondono, hanno valori analoghi. Se quindi ammettiamo la proposizione del paragrafo preedente,

abbiamo, per l'aumento di entropia risultante dalla di�usione dei gas G1, G2, G3,

m1

(

S1 − S
′

1

)

+m2

(

S2 − S
′

2

)

+m3

(

S3 − S
′

3

)

Aggiungendo questa quantità al valore 15.0.112 dell'entropia prima della di�usione, otteniamo per l'entropia

della misela

S = m1S1 +m2S2 +m3S3

espressione he mostra he la funzione ϕ (m1,m2,m3) è nulla, ome ammette M. Duhem.

265. Giusti�azione dell'ipotesi di M. Duhem

L'ipotesi di M. Duhem si troverà quindi giusti�ata se noi dimostriamo la proposizione della sezione 263.

Le dissoiazioni nelle quali il arbonato di alio è il prototipo i permettono di fare questa dimostrazione.

Importa sottolineare tuttavia he questa dimostrazione si basa su erti fatti osservati in questa dissoiazione

del arbonato di alio, o piuttosto su erti fatti generalmente ammessi. La dimostrazione he segue non può

dunque onferire all'ipotesi di M. Duhem maggiore ertezza dei fatti sui quali si basa.

Abbiamo già detto he le dissoiazioni di questo tipo sono paragonabili alla vaporizzazione di un liquido.

Sappiamo he, per quest'ultimo fenomeno, la tensione massima del vapore possiede lo stesso valore quando la

vaporizzazione ha luogo nel vuoto o in un gas qualsiasi, purhé la temperatura resti la stessa nei due asi; inoltre,

questa tensione è indipendente dalla quantità di liquido he si vaporizza. Deve avvenire una osa analoga nelle

dissoiazioni del tipo del arbonato di alio; in altre parole, la pressione del gas proveniente dalla vaporizzazione

è, per ogni temperatura, indipendente dalla natura e dalla massa del gas esterno he può trovarsi nel ontenitore

in ui si veri�a questo fenomeno e dalla massa del omposto he si dissoia. Questa legge può essere onsiderata

ome dimostrata sperimentalmente dalle rierhe quantitative fatte da Debray sul arbonato di alio e da M.

Isambert sulle ombinazioni di loruri e ioduri metallii on l'ammoniaa. Ammettiamola pertanto e faiamone

uso per gli sopi he i siamo proposti.

266. Prendiamo due ontenitori di volume v e v
′

ontenenti: il primo, una massa uguale all'unità di azoto

e una massa m di aido arbonio; il seondo, una massa m
′

di aido arbonio. Sia T la temperatura omune

di questi ontenitori, e ammettiamo he la pressione omune p sia uguale alla tensione di dissoiazione del

arbonati di alio alla temperatura T . Indiheremo on A lo stato del sistema formato dai due ontenitori in

queste ondizioni.

Se mettiamo in omuniazione questi due vasi, i gas di�ondono e l'entropia del sistema in questo nuovo

stato B è maggiore della preedente. Per avere il valore dell'aumento, impieghiamo un proedimento analogo

a quello utilizzato al paragrafo 187 per trovare la variazione dell'entropia del sistema di due sfere arihe di

uguale elettriità di segno ontrario quando si fanno omuniare tali sfere.

Possiamo supporre he il vaso di volume v′ ontenga una erta quantità di ale; non turbiamo in tal modo

lo stato della misela, poihé, dopo la di�usione, la pressione dell'aido arbonio è minore della tensione di

dissoiazione p del arbonato di alio alla temperatura T e di onseguenza quest'ultimo omposto non si può

formare.

Comprimiamo i gas ontenuti nei vasi, mentre questi rimangono in omuniazione e la temperatura mantiene

lo stesso valore. La pressione dell'aido arbonio raggiunge il valore p, e, se la ompressione ontinua, una

parte di questo gas si ombina on la ale, poihé la presenza dell'azoto non in�uise sul fenomeno, per quanto

prima detto. Fermiamo la ompressione al momento in ui una massa m′
è ombinata. Allora abbiamo una

misela gassosa formata da una massa 1 di azoto e da una massa m di aido arbonio.
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Separiamo questa misela del arbonato di alio e lasiamola espandere �no a quando la pressione totale

diviene p; il suo volume è neessariamente v se, ome supponiamo, la temperatura rimane T durante questa

espansione. Una parte del sistema è quindi ritornata al suo stato iniziale.

Prendiamo il arbonato di alio e aumentiamo il volume del reipiente he lo rahiude. Il arbonato si

sompone poo a poo e la pressione dell'aido arbonio allo stato gassoso è neessariamente m′
. Tutto il

arbonato di alio formatosi in preedenza è quindi somposto e, se astraiamo dalla ale he rimane, l'intero

sistema è ritornato al suo stato iniziale A.

Tutte le preedenti trasformazioni sono reversibili. Di onseguenza, se dQ è il alore fornito al sistema per

una trasformazione elementare, la variazione di entropia derivante dal passaggio dallo stato B a quello A è

´

dQ
T

e quella he risulta dal passaggio inverso di�erise solo per il segno. Se hiamiamo quindi ∆S l'aumento di

entropia risultante dalla di�usione delle masse gassose onsiderate, avremo, in base alla de�nizione di entropia

data alla sezione 186,

∆S = −
ˆ

dQ

T
o

∆S = −
1

T

ˆ

dQ

poihé tutte le trasformazioni sono e�ettuate alla stessa temperatura.

267. Se, dopo essere passato dallo stato B allo stato A attraverso una serie di trasformazioni reversibili he

abbiamo onsiderato, ritorniamo dallo stato B allo stato A per di�usione, eseguiamo un ilo hiuso al quale

possiamo appliare il prinipio di equivalenza. Da tale prinipio

Q = Aτ

essendo τ il lavoro esterno ompiuto, e Q la somma delle quantità di alore fornite al sistema. Ora la di�usione

avviene senza edere alore all'esterno; di onseguenza, Q è uguale all'integrale he ompare nell'espressione di

∆S e abbiamo ome valore di quest'ultima quantità

∆S = −
Aτ

T

Il lavoro τ ha ome espressione pdv, essendo dv la variazione di volume della misela. Ma la pressione totale

della misela è la somma delle pressioni p1 e p2 he i gas avrebbero se ognuno di essi oupasse da solo l'intero

volume. Di onseguenza,

τ =

ˆ

p1dv +

ˆ

p2dv

Il primo degli integrali del seondo membro rappresenta il lavoro τ1 he ompirebbe uno dei gas, per esempio

l'azoto, se subisse da solo le trasformazioni, essendo il suo volume sempre uguale a quello della misela; il seondo,

il lavoro τ2 he ompirebbe l'altro gas nelle stesse ondizioni. Caloliamo quindi questi due lavori τ1 e τ2.

268. La massa dell'azoto rimane ostantemente uguale all'unità e quindi si ha

p2v = R1T

e, di onseguenza,

τ1 =

ˆ

p1dv = R1T

ˆ

dv

v

I limiti dell'integrale sono: il volume v + v
′

he oupa la misela gassosa quando il sistema si trova nello

stato B, e il volume v della misela di aido arbonio e di azoto quando il sistema è ritornato allo stato A;

abbiamo quindi

τ1 = R1T log
v

v + v
′

Il lavoro τ2 è più di�ile da valutare, essendo variabile la massa di aido arbonio. Questa massa è uguale a

m+m
′

quando il sistema si trova nello stato B, e onserva tale valore �no al momento in ui, per ompressione,

la pressione dell'aido arbonio nella misela è divenuto uguale a p. In questa fase della trasformazione si ha

p2v =
(

m+m
′

)

R2T

e, di onseguenza,

ˆ

p2v =
(

m+m
′

)

R2T

ˆ

dv

v
=
(

m+m
′

)

R2T log
v1

v + v
′

essendo v1 il volume della misela gassosa al termine di questa fase.

Durante la ombinazione della ale e dell'aido arbonio la pressione rimane p. Se quindi hiamiamo v2
il volume della misela gassosa al momento in ui una massa m′

di aido è entrata in ombinazione, il lavoro

orrispondente a questa fase è

p (v2 − v1)
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La pressione rimane osì uguale a p quando si deompone il arbonato di alio formato; essendo v
′

il volume

del gas al termine di questa somposizione, il orrispondente lavoro è

pv
′

Quanto alla massa m di aido arbonio non ombinato alla ale, essa fa parte di una misela il ui volume

passa da v2 a v; durante questa trasformazione si ha

p2v = mR2T

e di onseguenza,

ˆ

p2dv = mR2T

ˆ

dv

v
= mR2T log

v

v2
Aggiungendo questi diversi lavori, abbiamo

τ2 =
(

m+m
′

)

R2T log
v1

v + v1
+ p

(

v
′

+ v2 − v1

)

+mR2T log
v

v2

Di onseguenza, la variazione di entropia erata è

(15.0.113) ∆S = −
Aτ

T
= AR1 log

v + v
′

v
+
(

m+m
′

)

AR2 log
v + v

′

v1
+Ap

(

v1 − v2 − v
′

)

+mAR2 log
v2

v

269. Valutiamo ora questa variazione ammettendo la proposizione della sezione 263.

Il volume spei�o dell'azoto nello stato B del sistema è v+v′ e la sua entropia vale, dalla formula 15.0.110,

AR1 log
(

v + v
′

)

+ c1 logT + a1

Nello stato A del sistema il volume spei�o dell'azoto supposto solo è v e la sua entropia

AR1 log v + c1 logT + a1

Di onseguenza, la variazione di entropia di questo orpo è

AR1 log
v + v

′

v

Nello stato B del sistema si ha una massa m+m′
di aido arbonio faente parte di una misela di volume

v + v′; il suo volume spei�o è quindi m+m′
e la sua entropia

(

m+m
′

)

(

AR2 log
v + v

′

m+m
′
+ c2 logT + a2

)

Quando il sistema è ritornato allo stato A, l'aido arbonio si trova in parte in ognuno dei due ontenitori; il

suo volume spei�o in quello he ontiene la misela è m e la sua entropia

m
(

AR2 log
v

m
+ c2 logT + a2

)

per l'entropia dell'aido arbonio ontenuto nell'altro reipiente, si troverà

m
′

(

AR2 log
v

′

m
′
+ c2 logT + a2

)

la variazione dell'entropia dell'aido arbonio è quindi

(

m+m
′

)

AR2 log
v + v

′

m+m
′
−mAR2 log

v

m
−m

′

AR2 log
v

′

m
′

Di onseguenza, dalla proposizione ammessa, la variazione di entropia del sistema è

∆S = AR1 log
v + v

′

v
+
(

m+m
′

)

AR2 log
v + v

′

m+m
′
−mAR2 log

v

m
−m

′

AR2 log
v

′

m
′

270. Per ora i basta, per dimostrare l'esattezza di questa proposizione, far vedere he quest'ultima espres-

sione è identia all'espressione 15.0.113. Poihé i loro primi termini sono gli stessi, basta per mostrare he si ha

l'identità

(

m+m
′

)

R2 log
v+v

′

v1
+ p

(

v1 − v2 − v
′

)

+mR2 log
v2
v

=
(

m+m
′

)

R2 log
v+v

′

m+m
′ −mR2 log

v
m

−m
′

R2 log
v
′

m
′

o, eliminando i termini omuni ai due membri,

(

m+m
′

)

R2 log
v + v

′

v1
+mR2 log

v2

m
+m

′

R2 log
v

′

m
′
+ p

(

v1 − v2 − v
′

)

= 0
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Notiamo he al termine della prima fase della ompressione la pressione dell'aido arbonio nella misela

è p; essendo il suo volume v1 e la massa dell'aido arbonio he lo ontiene m+m
′

, si ha

pv1 =
(

m+m
′

)

R2T

Al termine della seonda fase della ompressione la pressione di questo gas è sempre p; la massa è m e il volume

della misela gassosa è v2; di onseguenza,

pv2 = mR2T

In�ne, al termine della somposizione del arbonato di alio si ha una massa m′
di aido arbonio he oupa

un volume v′ e la ui pressione è p; si ha quindi

pv
′

= m
′

R2T

Da questa uguaglianza deriva immediatamente

p
(

v1 − v2 − v
′

)

= 0

e

m+m
′

v1
=
m

v
=
m

′

v
′
=

v

R2T
L'identità da dimostrare si ridue allora a

(

m+m
′

)

log
p

R2T
+m log

R2T

p
+m

′

log
R2T

p
= 0

Essa è soddisfatta in modo evidente.

Possiamo pertanto ammettere l'ipotesi di M. Duhem e aettare l'intera teoria.

271. Credo di dover, per la omprensione di quanto detto, aludere le due tabelle seguenti. In quella

grande, la prima olonna india i fenomeni he si produono in iasuna fase del ilo; le olonne seguenti

indiano quali sono in ogni reipiente e al termine di ogni fase la quantità di azoto, di aido arbonio, la

pressione e il volume. Per quanto riguarda il seondo reipiente he ontiene la ale e arbonato di alio, il

volume indiato nell'ultima olonna è solo il volume oupato dai gas; non si tiene onto del volume oupato

dai omponenti solidi.

Il ilo omprende inque fasi; se si india on V il volume totale dei due reipienti meno il volume oupato

dai omponenti solidi e ̟ la pressione totale si avrà:

Relazione tra V e ̟ Lavoro Calore eduto Natura della

trasformazione

Prima fase (di�usione) V = v + v′ ̟ = p = 0 = 0 irreversibile

Seonda fase (di�usione) V ̟ = (v + v′) p ≷ 0 ≷ 0 reversibile

Terza fase (di�usione) V (̟ − p) = cost ≷ 0 ≷ 0 reversibile

Quarta fase (di�usione) V ̟ = cost ≷ 0 ≷ 0 reversibile

Quinta fase (di�usione) ̟ = p ≷ 0 ≷ 0 reversibile
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Az. CO2
Press. Vol. Az. CO2

Press. Vol.

Stato iniziale I m p v 0 m
′

p v

I vasi sono in

omuniazione

v

v+v
′

v
(

m+m
′
)

v+v
′ p v

v
′

v+v
′

v
′
(

m+m
′
)

v+v
′ p v

Si omprimono

i gas nei due vasi e si

avvia la ompressione

�nhé la pressione di

CO2
diviene uguale a

p, questo gas

ominia a ombinarsi

on la ale. Si può

supporre he il

volume del seondo

vaso sia ridotto a

zero, pur restando in

omuniazione on il

primo

I m+m
′

p

(

1+m+m
′
)

m+m
′

(

v+v
′
)(

m+m
′
)

1+m+m
′

0 0
p

(

1+m+m
′
)

m+m
′

0

Si ontinua la

ompressione, la

pressione di CO2

rimane uguale a p,

questo gas si ombina

poo a poo on la

ale, �no a una

quantità m.

I m
p(1+m)

m

(

v+v
′
)

m

m+m
′

= vm
1+m

0 0
p(1+m)

m
0

Si interrompe la

omuniazione tra i

due vasi e si espande

nel primo vaso �no a

he la pressione

ritorna uguale a p.

I m p v 0 0
p(1+m)

m
0

Si espande nel

seondo vaso,

pressione rimane

ostantemente uguale

a p e il arbonato si

dissoia poo alla

volta, �no al

ompletamento della

dissoiazione

I m p v 0 0 p 0



CAPITOLO 16

FENOMENI ELETTRICI

16.1. Pile Idroelettrihe

272. Quantità he de�nisono lo stato di una pila

La onosenza della pressione p e della temperatura T non bastano da sole a determinare ompletamente lo

stato di una pila idroelettria; è neessaria almeno una terza variabile per de�nire lo stato himio del liquido o

dei liquidi he ompongono la pila. Per lo zino he ostituise uno degli elettrodi della maggior parte delle pile,

possiamo prendere per questa variabile la quantità m di zino he si trova disiolta nell'istante onsiderato.

Dovremo d'altra parte onsiderare altre grandezze, ma esse dipendono dalla tre preedenti.

Una di esse è il volume v dei orpi he intervengono nei fenomeni dentro la pila; la variazione di questo

volume è spesso molto piola, ma non potrà essere trasurata nel aso in ui vi sia liberazione di gas, ome

nella pila di Bunsen, o di assorbimento di gas, ome nel aso della pila a gas.

Se si india on i l'intensità di orrente he irola nel onduttore he ollega i poli della pila, la quantità di

elettriità he attraversa una sezione di questo onduttore in un tempo dt è idt. Dalla legge di Faraday, questa

quantità è proporzionale alla quantità dm di zino disiolto in questo tempo; abbiamo quindi

dm = kidt

L'energia voltaia prodotta durante lo stesso tempo vale

Eidt

essendo E la forza elettromotrie della pila. Quando ome si usano il volt e l'ampere per la misura delle forze

elettromotrii e le intensità, l'energia voltaia è espressa dal quoziente di un erto numero di hilogrammetri

per l'aelerazione g del moto dei gravi.

A�nhé l'energia voltaia sia espressa in hilogrammetri basta modi�are le unità elettrihe; supporremo

fatta tale modi�a.

Allora il valore in alorie dell'energia voltaia o alore voltaio è

AEidt =
AE

k
dm

273. Teoria di Helmholtz

L'energia voltaia proviene neessariamente dall'energia spesa nella pila a ausa delle reazioni himihe he

vi si produono. Per lungo tempo si è reduto he queste due energie fossero uguali. Se osì fosse, si avrebbe,

indiando on Ldm il alore himio liberato nello dissoluzione di una massa dm di zino,

AE

k
dm = Ldm

e, quindi,

AE

k
= L

Tramite questa uguaglianza è possibile alolare la forza elettromotrie di una pila quando si onosono le

reazioni himihe he vi avvengono e i dati termohimii di queste reazioni. Questo alolo è stato fatto per un

grande numero di pile; si riava sempre per la forza elettromotrie un valore più grande di quello he è fornito

dall'esperienza. Non vi è quindi uguaglianza tra l'energia voltaia e l'energia himia della pila. Porremo

Ldm =
A

k
(E + E1) dm

Ma il alore himio si ompone di due parti: il alore ompensato L′dm e il alore non ompensato L
′′

dm;

di onseguenza,

(16.1.1) L
′

dm+ L
′′

dm =
A

k
Edm+

A

k
E1dm

M. H. von Helmholtz ammette he si abbia

L
′′

=
A

k
E

141
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ioè: Il alore voltaio è uguale al alore non ompensato he fornirebbe la reazione himia, se questa reazione

avvenisse senza generazione di orrente.

Basandosi su questa proposizione, ammessa ome postulato, Helmholtz ha ostruito una teoria termodi-

namia della pila.

274. Dimostrazione del postulato di Helmholtz.

Questa proposizione può essere dimostrata on l'aiuto di una ipotesi: la forza elettromotrie E di una pila

può dipendere dalle variabile p, T,m ma è indipendente dall'intensità di orrente.

In partiolare, la forza elettromotrie della pila rimane la stessa quando la orrente ambia verso e diviene

osì ontro-elettromotrie; è iò he si esprime a volte diendo he la pila è reversibile. Possono quindi esseri

pile alle quali questa teoria non è appliabile, poihé questa teoria non è sempre soddisfatta.

Ammettiamo questa ipotesi e onsideriamo un iruito hiuso ontenente una pila di forza elettromotrie

E e una mahina ad induzione di forza elettromotrie E′
; la pila e la mahina sono in opposizione.

A ausa del passaggio della orrente nel iruito e del funzionamento della pila si sviluppa alore, e la

temperatura del sistema formato dal iruito e dalla pila varia. Supporremo he il alore sia tolto mentre viene

prodotto, di modo he la temperatura del sistema rimanga ostantemente T ; supporremo anhe he la pressione

rimanga ostante. Allora delle tre variabili da ui dipende lo stato del sistema, una sola, m, ambia valore; sia

dm la sua variazione nell'intervallo di tempo dt.

275. I fenomeni he si produono nel sistema sono irreversibili, e dobbiamo avere

(16.1.2)

ˆ

dS >

ˆ

dQ

T

Dalla de�nizione di alore ompensato, la variazione di entropia della pila è

(16.1.3)

ˆ

dS = −
ˆ

L
′

T
dm

Ignoriamo se l'entropia del sistema vari per il fatto he iroli una orrente, ma è faile eliminare la variazione

he ne deriva supponendo he agli estremi dell'intervallo di tempo onsiderato l'intensità di orrente sia nulla.

A ausa di tale ipotesi, il primo membro della 16.1.2 è dato dalla 16.1.3.

La quantità di alore sviluppata nel iruito è, dalla legge di Joule,

ˆ

ARi2dt

essendo R la resistenza del iruito. Poihé supponiamo he questo alore sia eliminato e he la temperatura

del sistema rimanga ostante, la parte dell'integrale

´

dQ
T

relativa al iruito è

−
A

T

ˆ

Ri2dt

Il alore liberato dalla reazione he avviene nella pila è

ˆ

Ldm =
A

k

ˆ

(E + E1) dm

Ma, poihé la parte

A
k

´

Edm è trasformata in energia voltaia, quella he deve essere tolta per mantenere

ostante la temperatura della pila è

A

k

ˆ

E1dm = A

ˆ

E1idt

e, di onseguenza, la parte dell'integrale

´

dQ
T

he è relativa alla pila è

−
A

T

ˆ

E1idt

La diseguaglianza 16.1.1 diviene quindi

−
ˆ

L
′

T
dm > −

A

T

ˆ

Ri2dt−
A

T

ˆ

E1idt

oppure

ˆ

L
′

kidt < A

ˆ

Ri2dt+A

ˆ

Eiidt

276. Possiamo sempre supporre l'intervallo di tempo, durante il quale esaminiamo il sistema, molto piolo

per le grandezze E,E1, R e L
′

potendo essere onsiderate ome ostanti in tale intervallo. Siome vogliamo

he l'intensità i della orrente sia nulla all'inizio e alla �ne di questo intervallo, siamo obbligati a supporre he



278. INFLUENZA DELLA TEMPERATURA E DELLA PRESSIONE SULLA FORZA ELETTROMOTRICE. 143

i e la forza elettromotrie E
′

della mahina di induzione siano variabili. In queste ondizioni la disequazione

preedente si può srivere

kL
′

ˆ

idt < AR

ˆ

i2dt+AE1

ˆ

idt

Essa può essere trasformata per mezzo dell'uguaglianza fornita dalla legge di Ohm. In base a tale legge,

abbiamo, indiando on M il oe�iente di autoinduzione del iruito,

E − E
′

+M
di

dt
= Ri

oppure, moltipliando per idt
(

E − E
′

)

idt+Midt = Ri2dt

e quindi

(

E − E
′

)

ˆ

idt+M

ˆ

idi = R

ˆ

i2dt

L'integrale

´

idi vale i2

2
. Ma, poihé abbiamo supposto l'intensità della orrente nulla all'inizio e alla �ne

dell'intervallo di tempo onsiderato, questo valore si ridue a zero. La preedente uguaglianza diviene quindi

(16.1.4)

(

E − E
′

)

ˆ

idt = R

ˆ

i2dt

e l'ultima disuguaglianza si può srivere

kL
′

ˆ

idt < A
(

E + E1 − E
′

)

ˆ

idt

Il seondo membro della equazione 16.1.4 è neessariamente positivo, poihé R e i2 lo sono; di onseguenza

anhe il primo membro lo è, e possiamo, senza ambiare il verso della disequazione preedente, dividere entrambi

i membri per

(

E − E
′

)

ˆ

idt

Si ha allora

k
L

′

E − E
′
<
A
(

E + E1 − E
′

)

E − E
′

o

(16.1.5)

A
k
E1 − L

′

E − E
′

+
A

k
> 0

277. Questa disequazione deve essere soddisfatta per qualunque valore di E
′

. Mostriamo he deve essere

neessariamente osì se

(16.1.6)

A

k
E1 − L

′

= 0

Infatti, se questa di�erenza fosse positiva, il suo quoziente on E − E
′

potrebbe essere negativo e molto

grande per un valore di E−E
′

negativo e molto piolo; allora la disequazione 16.1.5 non sarebbe più soddisfatta.

Se essa fosse negativa, basterebbe prendere per E
′

un valore un poo maggiore di E perhé la disequazione essi

di valere anora. Esse deve pertanto nulla-

Ma, se l'equazione 16.1.6 è soddisfatta, risulta dalla 16.1.1

L? =
A

k
E

e iò dimostra il postulato di Helmholtz.

278. In�uenza della temperatura e della pressione sulla forza elettromotrie.

Indihiamo on Cdt la quantità di alore he bisogna fornire al sistema quando la temperatura varia di dT ,

mantenendo le altre variabili p e m gli stessi valori, e λdp quella he bisogna fornire quando la pressione varia

solo di una quantità dp. Per una variazione dm della terza variabile m il alore prodotto dalla reazione himia

è Ldm. Di onseguenza, la quantità di alore da fornire quando le grandezze p, T,m variano simultaneamente è

dQ = CdT + λdp− Ldm

Tuttavia questa espressione non è esatta a meno he il iruito della pila sia aperto, poihé se fosse hiuso il

passaggio di orrente nel onduttore he ollega i poli sviluppa alore. Supponiamo pertanto il iruito aperto.
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Se la variabilem restasse ostante durante una trasformazione, basterebbero due grandezze p e T per de�nire

in ogni istante lo stato del sistema e questa trasformazione sarebbe in generale reversibile. Avremo quindi per

la variazione di entropia

dS =
dQ

T
=
CdT + λdp

T
Se al ontrario m variasse solo di dm, la variazione di entropia orrispondente sarebbe

dS = −
L

′

T
dm

Di onseguenza, la variazione di entropia risultante da una variazione in�nitamente piola delle grandezze

p, T,m è

dS =
CdT + λdp

T
−
L

′

T
dm

279. Caloliamo ora la variazione dH
′

della funzione H
′

di M. Massieu. Si ha

(16.1.7) H
′

= TS − U −Apv

e, di onseguenza,

dH
′

= SdT + TdS − dU −Apdv −Avdp

Ma, dal prinipio di equivalenza,

dU = dQ−Apdv

di onseguenza, sostituendo dU on questo valore nell'espressione dH
′

, si ha

dH
′

= SdT + TdS − dQ −Avdp

Se sostituiamo dQ e dS on i valori preedentemente trovati, otteniamo dopo sempli�azione

dH
′

= SdT − L
′

dm+ Ldm−Avdp

o

dH
′

= SdT −Avdp+ L
′′

dm

280. Ora dH
′

e dS sono di�erenziali esatti. I oe�ienti di dT e di dm nell'espressione preedente di dH

devono soddisfare l'uguaglianza

dS

dm
=
dL

′′

dT

Sostituendo L
′′

on il suo valore 16.1.7 e

dS
dm

on il suo valore

−L
′

= −
A

k
E1

si ha

−
A

k
E1 =

A

k

dE

dT
o anora

(16.1.8)

dE

dT
= −E1

Diendo he dS è un di�erenziale esatto, otteniamo una nuova relazione,

d

dm

(

C

T

)

= −
d

dT

L
′

T

o

1

T

dC

dm
= −

d

dt

(

AE1

k

)

o in�ne, sostituendo E1 on il valore ottenuto dalla 16.1.8,

(16.1.9)

A

k

d2E

dT 2
=

1

T

dC

dm

Da quest'ultima relazione deriva he la forza elettromotrie di una pilo idroelettria è una funzione lineare

della temperatura quando la apaità alori�a del sistema non è alterata dalla reazione he avviene nella pila.

Dalla relazione 16.1.8 essa è ostante quando E1 è nullo, ioè quando l'energia himia della pila è ompletamente

trasformata in energia voltaia.
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281. L'espressione di dH
′

i fornise una nuova relazione srivendo he il oe�iente di dp e di dm soddisfano

all'uguaglianza

dL
′′

dp
= −A

dv

dm

Sostituendovi L
′′

on

A
k
E,abbiamo

dE

dp
= −k

dv

dm

La forza elettromotrie di una pila aumenta quindi on la pressione quando

dv
dm

è negativo, iò he si veri�a

quando la pila assorbe dei gas: essa, al ontrario, diminuise quando la pressione aumenta quando

dv
dm

è positivo,

iò he si veri�a nelle pile he liberano gas, ome per esempio la pila di Bunsen.

16.2. Pile Termoelettrihe

282. Ciruiti eterogenei

Consideriamo un iruito hiuso formato da numerosi metalli saldati da apo a apo. Ogni saldatura è sede

di una forza elettromotrie e il iruito è in generale perorso da una orrente; non vi sono eezioni se l'intero

sistema è alla stessa temperatura, aso nel quale, dalla legge di Volta, la somma delle forze elettromotrii di

ontatto è nulla. Chiamiamo i l'intensità di questa orrente.

Prendiamo due punti A e B su questo iruito. Se indihiamo on R la resistenza di questa parte del

iruito e on

∑

E la somma delle forze elettromotrii di ontatto omprese tra A e B, la legge di Ohm dà, per

la di�erenza di potenziale V1 − V0 tra A e B,

V1 − V0 = Ri−
∑

E

Se ammettiamo he la legge di Joule si applihi a un iruito si�atto, la quantità di alore liberata nella

porzione AB del iruito nel tempo dt è

A (V1 − V0) idt = ARi2dt−Aidt
∑

E

283. Nel aso di un iruito omogeneo,

∑

E è nullo e la quantità di alore emessa è ARi2dt; il seondo

termine −Aidt
∑

E si riferise dunque alle saldature; e, se vi è una sola saldatura tra A e B, il alore he si

libera è uguale a −AidtE.

284. Teoria elementare delle pile termoelettrihe.

Prendiamo due metalli A e B (�g. 38) le ui saldature M1e M0 si trovano a diverse temperature, e

interaliamo una mahina di induzione C sul iruito. Questa mahina è messa in moto dalla orrente he

irola nel iruito e produe lavoro. Il sistema è quindi del tutto analogo a una mahina termia: vi si trova

una sorgente fredda e una sorgente alda, poihé le saldature sono mantenute a temperature di�erenti, e si

produe lavoro. È quindi naturale appliargli i prinipi della Termodinamia.

Ammettiamo he l'intensità di orrente rimanga ostante e supponiamo he in ogni istante si tolga nei

diversi punti del iruito e delle saldature il alore he si sviluppa. In queste ondizioni il sistema rimane

ostantemente identio, e, per qualunque intervallo di tempo durante il quale lo si onsidera, il ilo è sempre

hiuso. Dobbiamo quindi avere

ˆ ˆ

dQ

T
< 0

riferendosi una delle integrazioni al ilo desritto da uno degli elementi del sistema, l'altro essendo esteso a

tutti gli elementi del sistema.
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Ma, poihé il ilo è sempre hiuso per ogni intervallo di tempo, possiamo supporre questo intervallo

in�nitamente piolo. Il ilo di ogni elemento è esso stesso in�nitamente piolo e si deve onsiderare un solo

integrale. La ondizione è quindi

ˆ

dQ

T
< 0

285. La quantità di alore da togliere a un elemento del onduttore, durante l'intervallo di tempo dt

onsiderato, a�nhé non si saldi

AdRi2dt

Di onseguenza, la parte dell'integrale preedente he si riferise all'intero iruito è

−Ai2dt
ˆ

dR

T

Alla saldatura M1 la quantità di alore emessa è, se si ammette he la legge di Joule si applihi a un simile

iruito,

−AE1idt

essendo E1 la forza elettromotrie a questa saldatura. All'altra saldatura la forza elettromotrie ha un valore

diverso E0; deve essere pressa on un segno opposto a quello di E1, poihé i metalli A e B sono inontrati in

un ordine inverso alla saldatura M1 e alla saldatura M0 quando si perorre tutto il iruito nello stesso verso.

Il alore emesso a questa saldatura è quindi

+AE0idt

Se indihiamo on T1 e T0 le temperature delle saldature M1 e M0, i termini di

´

dQ
T

orrispondenti sono

AE1idt

T1
e

−AE0idt

T0

Di onseguenza, la diseguaglianza di Clausius diviene

−Ai2dt
ˆ

dR

T
+Aidt

(

E1

T1
−
E0

T0

)

< 0

286. Questa disequazione deve essere soddisfatta per ogni intensità di orrente, poihé non abbiamo fatto

supposizioni sul valore della forza elettromotrie della mahina interalata nel iruito e , di onseguenza, siamo

liberi di far variare l'intensità modi�ando questa forza elettromotrie. Il primo membro della disequazione è

nullo per i = 0, he orrisponde al suo valore massimo. Di onseguenza, la sua derivata rispetto ad i,

−Aidt
ˆ

dR

T
+Adt

(

E1

T1
−
E0

T0

)

deve essere nulla quando i = 0. Si deve quindi avere

E1

T1
=
E0

T0

e, di onseguenza,

E1 − E0 = k (T1 − T0)

Da questa formula, la forza elettromotrie di una oppia termoelettria deve essere proporzionale alla

di�erenza di temperatura tra le saldature. Questa onlusione è in ontraddizione on i fatti sperimentali,

poihé questi mostrano he la forza elettromotrie ambia di segno per un erto valore della di�erenza di

temperatura e he essa può essere rappresentata dalla funzione

a (T1 − T0)−
b

2

(

T 2
1 − T 2

0

)

La teoria elementare esposta deve quindi essere respinta.
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287. Teoria di sir W. Thomson

Sir W. Thomson ammette he esista una forza elettromotrie al ontatto delle due parti di uno stesso ondut-

tore a temperature di�erenti; assimila quindi queste due parti a due onduttori di diversa natura, assimilazione

he appare molto verosimile.

A ausa di questa ipotesi un iruito hiuso omogeneo in ui tutti i punti non si trovano alla stessa tem-

peratura è perorso da una orrente, e ogni elemento del iruito è sede di una forza elettromotrie. Questa

forza elettromotrie dipende neessariamente dalla temperatura T dell'elemento e dalla di�erenza dT tra questa

temperatura e quella dell'elemento viino. Porremo quindi

E = ϕ (T )dT

Forze elettromotrii di questo tipo si produono nel iruito onsiderato in preedenza, poihé, a ausa della

onduibilità termia, la temperatura diminuise uniformemente nei metalli A e B dopo la saldatura alda �no

alla saldatura fredda. Tenendo onto di queste forze elettromotrii, sir W. Thomson ha stabilito una teoria delle

pile termoelettrihe le ui onlusioni sono onformi all'esperienza.

Ma, malgrado questa onordanza, la teoria di sir W. Thomson ha sollevato alune obiezioni. In partiolare

di non tener onto del alore he passa dalla saldatura alda alla saldatura fredda per onduibilità termia.

Tuttavia questa obiezione è priva di importanza, poihé mostreremo he è possibile presentare la teoria di sir

W. Thomson senza prendere in onsiderazione tale ritia.

288. Riprendiamo la oppia termoelettria le ui saldature M1 e M0 si trovano alle temperature T1 e T0 e

nel iruito dentro il quale è interposta una mahina di induzione. Supporremo anora he l'intensità i della

orrente rimanga ostante e he si elimini alore mentre si libera, in ogni punto del sistema. Ammetteremo

anhe he si onsideri il sistema solo durante un intervallo di tempo in�nitamente piolo dt. Avremo, in questo

intervallo,

ˆ

dQ

T
< 0

In questo integrale dQ può indi�erentemente rappresentare il alore fornito a ogni elemento del sistema

sia dai soli orpi esterni, sia dai orpi esterni e dagli altri elementi del sistema. Adottiamo quest'ultima

interpretazione e poniamo

dQ = dQ
′

+ dQ
′′

riferendosi dQ
′

ai orpi esterni, dQ
′′

agli elementi del sistema.

La di�erenza di potenziale tra le estremità di un elemento del onduttore A è

idR− ϕ (T )dT

quando si tiene onto della forza elettromotrie dovuta alla variazione di temperatura. Se ammettiamo la legge

di Joule, he, ome vedremo, potrebbe anhe non appliarsi ai iruiti eterogenei, il alore emesso in questo

elemento dalla orrente durante il tempo dt è

Ai2dtdR−Aidtϕ (T )dT

Nello stesso tempo l'elemento rieve per onduibilità degli altri elementi del sistema una erta quantità di

alore; poihé gli sambi di alore tra gli elementi possono avvenire solo per onduibilità, questa quantità è

dQ
′′

. La quantità di alore rievuta dall'elemento è pertanto

Ai2dtdR −Aidtϕ (T )dT + dQ
′′

e, poihé questo alore deve essere eliminato, il alore fornito dai orpi esterni al sistema all'elemento onsiderato

è

DQ
′

= Ai2dtdR+Aidiϕ (T ) dT − dQ
′′

Deduiamo da questa equazione;

dQ = dQ
′

+ dQ
′′

= −Ai2dtdR +Aidtϕ (T ) dT

l'espressione di dQ non subise quindi variazioni, tenendo onto o meno della onduibilità termia.

Per un elemento del onduttore B abbiamo un'analoga espressione; è solo la funzione he esprime la forza

elettromotrie dovuta alla variazione di temperatura he si trova mutata. Se indihiamo on ψ (T ) questa

funzione, abbiamo

dQ = −Ai2dtdR +Aidtψ (T )dT

Alla saldatura M1 avremo, ome nella preedente teoria,

dQ = AE1idt

e alla saldatura M0

dQ = −AE0idt
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289. La disuguaglianza di Clausius diviene quindi

−Ai2dt
ˆ

dR

T
+Aidt

ˆ

ϕ (T )

T
dT +Aidt

ˆ

ψ (T )

T
dT +Aidt

(

E1

T1
−
E0

T0

)

< 0

Il massimo del suo primo membro si ha per i = 0, la sua derivata rispetto a i è nulla per questo valore della

variabile, e iò fornise la relazione

E1

T1
−
E0

T0
+

ˆ

ϕ (T )

T
dT +

ˆ

ψ (T )

T
dT = 0

Ma, se lo sposta sul iruito nel verso CBM0AM1C, i limiti del primo integrale sono T0 e T1, quelli del

seondo T1 e T0; possiamo quindi srivere la relazione preedente

E1

T1
−
E0

T0
+

ˆ

ϕ (T )− ψ (T )

T
dT = 0

D'altra parte, si può porre

E1

T1
−
E0

T0
=

T1
ˆ

T0

d

dT

(

E

T

)

dT

indiando E la forza elettromotrie risultante dal ontatto tra i metalli A e B quando questi si trovano alla

temperatura T ; abbiamo quindi

T1
ˆ

T0

d

dT

(

E

T

)

dT +

T1
ˆ

T0

ϕ (T )− ψ (T )

T
dT = 0

o

T1
ˆ

T0

[

d

dT

(

E

T

)

+
ϕ (T )− ψ (T )

T

]

dT = 0

Questa ondizione dovendo essere soddisfatta per ogni limite dell'integrale, poihé T0 e T1 sono arbitrari,

la quantità posta sotto il segno di integrazione deve essere nulla, ioè

d

dT

(

E

T

)

+
ϕ (T )− ψ (T )

T
= 0

290. Le funzioni ϕ e ψ sono inognite; l'ipotesi più semplie è supporre he esse siano proporzionali alla

temperatura; poniamo quindi

ϕ (T ) = αT e ψ (T ) = βT

Avremo allora

d

dT

(

E

T

)

= − (α− β) = −b

e, di onseguenza,

E = −bT 2 + aT

La forza elettromotrie della oppia è la somma delle forze elettromotrii del ontatto e di quelle derivanti

dalla variazione di temperatura, ioè

E1 − E0 +

T1
ˆ

T0

ϕ (T )dT +

T1
ˆ

T0

ψ (T )dT

o

T1
ˆ

T0

[

d

dT

(

E

T

)

+ ϕ (T )− ψ (T )

]

dT

Se introduiamo in questa espressione i valori preedenti di ϕ, ψ, E, otteniamo

T1
ˆ

T0

(−2bT + a+ bT )dT = a (T1 − T0)−
b

2

(

T 2
1 − T 2

0

)

l'espressione della forza elettromotrie di una oppia in funzione della temperatura è quindi della stessa forma

di quella he risulta dall'esperienza.

Mettiamo T1 − T0 in fattori; abbiamo

(T1 − T0)

(

a− b
T1 + T0

2

)
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Quando T1 di poo superiore a T0, il seondo fattore di�erise poo da

a− bT0

se supponiamo questa quantità positiva, i due fattori sono positivi. Quando T1 aumenta, il termine negativo

del seondo fattore aumenta in valore assoluto, e per un erto valore di T1 questo fattore è nullo; per un valore

più grande, è negativo e di onseguenza di segno ontrario al primo fattore he rimane sempre positivo. La

forza elettromotrie ambia di onseguenza di segno annullandosi. La teoria di sir W. Thomson spiega pertanto

l'esistenza del punto di inversione.

290. Modi�he alla teoria preedente

Riprendiamo le equazioni he fungono da punto di partenza della teoria esposta.

In primo luogo, abbiamo sritto he la di�erenza di potenziale tra due punti A di un iruito eterogeneo

vale, dalla legge di Ohm,

V1 − V0 = Ri−
∑

E

In seguito abbiamo ammesso, estendendo la legge di Joule ai iruiti eterogenei, he la quantità di alore

liberata nella porzione onsiderata del iruito è

A (V1 − V0) idt

o, tenendo onto della relazione preedente,

ARi2dt−Aidt
∑

E

Da quest'ultima espressione abbiamo onluso he il alore liberato nel iruito è ARi2dt quando il iruito

è omogeneo, poihé allora

∑

E è nulla e he il alore emesso nel punto in ui si genera la forza elettromotrie

E vale −AEidt.
Di queste due onlusioni la prima è veri�ata dall'esperienza, poihé si tratta della legge sperimentale di

Joule; la seonda, al ontrario, non potrebbe essere aettata senza un attento esame.

Infatti, dalla seonda onlusione, il alore emesso ad una saldatura quando è attraversata da una saldatura

dovrebbe essere proporzionale alla forza elettromotrie di ontatto. Ora questo alore emesso rappresenta

l'e�etto Peltier, e non si può dimostrare he questo e�etto sia proporzionale alla forza elettromotrie di ontatto.

Infatti, in una orrente hiusa, questa forza di ontatto è inaessibile all'esperienza, he può determinare solo

la somma algebria di tutte le forze di ontatto del iruito.

Il alore liberato in un elemento di un iruito la ui temperatura non è uniforme dovrebbe ugualmente essere

proporzionale alla forza elettromotrie ϕ (T )dT risultante dalla variazione di temperatura tra le due estremità

dell'elemento. È realmente osì? Non si sa dire, poihé, se l'e�etto Thomson ha potuto essere messo in evidenza

dall'esperienza, l'esperienza, ome detto, non può determinare le forze elettromotrii he lo determinano, osì

ome altre forze di ontatto onsiderate singolarmente.

292. Riprendiamo pertanto questa teoria e mostriamo he questa nuova di�oltà non ne modi�a le

onlusioni.

Indihiamo on

E
′

1, −E
′

0, ϕ
′

(T )dT, ψ
′

(T )dT

le forze elettromotrii di ontatto e le forze elettromotrii elementari risultanti dalla variazione di temperatura

da un punto ad un altro; avremo, per la forza elettromotrie della oppia,

E
′

1 − E
′

0 +

T1
ˆ

T0

[

ϕ
′

(T )− ψ
′

(T )
]

dT

Se indihiamo sempre on

−AE1idt +AE0idt

le quantità di alore emesse alle saldature, e on

Aidtϕ (T ) dT Aidtψ (T )dT

le quantità emesse in un elemento del metallo A e un elemento del metallo B, tutto quanto detto alle sezioni

288 e 289 rimane orretto. Di onseguenza, ammettendo he ϕ e ψ siano proporzionali a T , avremo anora

E1 − E0 +

T1
ˆ

T0

[ϕ (T )− ψ (T )] dT = a (T1 − T0)−
b

2

(

T 2
1 − T 2

0

)
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Chiamiamo E2 la forza elettromotrie della mahina di induzione inserita. Il lavoro prodotto allora è E2idt,

e, di onseguenza, la somma delle quantità di alore emesse nel iruito deve essere equivalente a questo lavoro;

abbiamo quindi

(16.2.1) AE1idt−AE0idt−Ai2dt

ˆ

dR+Aidt

T1
ˆ

T0

[ϕ (T )− ψ (T )] dT = AE2idt

oppure

(16.2.2) E1 − E0 +

T1
ˆ

T0

[ϕ (T )− ψ (T )] dT = Ri+ E2

Se partiamo da un punto del iruito e se ritorniamo in questo punto dopo aver desritto l'intero iruito,

la di�erenza V1 − V0 tra il potenziale del punto di partenza e quello di arrivo è nullo; di onseguenza, la legge

di Ohm dà

E2 +Ri−
∑

E = 0

o

(16.2.3) E
′

1 − E
′

0 +

T1
ˆ

T0

[

ϕ
′

(T )− ψ
′

(T )
]

dT = Ri

Queste due ultime uguaglianze i mostrano he il primo membro dell'equazione 16.2.1 è uguale alla forza

elettromotrie della pila. Giungiamo quindi allo stesso risultato del preedente.

Ma quale relazione vi è tra la forza elettromotrie E
′

in un punto e il quoziente E del alore liberato in

questo punto da Aidt? Le preedenti onsiderazioni non e lo possono dire; le equazioni 16.2.2 e 16.2.3 i

insegnano solo una osa: in un iruito hiuso si ha

∑

E
′

=
∑

E

Tra le numerose teorie proposte per trovare la relazione tra E e E
′

esporremo solo quella di Duhem. Vedremo

he solleva anora pesanti di�oltà e la disussione he faremo mostrerà gli aspetti dubbi.

16.3. Teoria di M. Duhem

293. Potenziale elettrostatio.

Dalle rierhe sperimentali di Coulomb risulta he due orpi elettrizzati le ui dimensioni sono molto piole

rispetto alla distanza r he li separa eseritano tra loro una forza

−
dqdq

′

r2

dove dq e dq
′

rappresentano le arihe elettrihe dei due orpi, ed essendo la misura di queste quantità e�ettuata

per mezzo di una unità selta in modo opportuno.

Per una variazione dr della distanza, il lavoro di questa forza è

dqdq
′

r2
dr

o

−d

(

dqdq
′

r

)

Di onseguenza, il lavoro delle forze elettrihe he si eseritano tra le diverse moleole di un sistema elettrio

quanto esso subise una trasformazione he fa variare di dr la distanza tra queste moleole è

−
ˆ

d

(

dqdq
′

r

)

essendo l'integrale esteso alle distinte ombinazioni delle moleole prese a due a due. Si può anora srivere

questo lavoro

−
1

2

ˆ

d

(

dqdq
′

r

)

indiando dq e dq
′

le arihe di due moleole qualsiasi, ed essendo l'integrazione ora estesa a tutte le moleole

del sistema.
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Poniamo

W =
1

2

ˆ

dqdq
′

r
;

il lavoro delle forze elettrihe per una trasformazione elementare del sistema vale allora

−dQ

Questa funzione W , osì de�nita, è detta energia elettrostatia del sistema.

Essa può essere espressa in un'altra forma. Infatti, essendo il potenziale del sistema

V =

ˆ

dq

r

l'energia elettrostatia si può srivere

W =
1

2

ˆ

V dq
′

294. Sistemi formati da onduttori omogenei.

Consideriamo un sistema formato da onduttori elettrii omogenei. Se gli faiamo subire una trasfor-

mazione he modi�a le arihe e le posizioni nello spazio dei onduttori, senza alterazione di forma, di volume,

di stato �sio o himio e di temperatura, e senza he si abbia sambio di elettriità tra due onduttori di diversa

natura, la di�erenza U −AW e l'entropia S del sistema rimangono ostanti.

Per dimostrare questa proprietà, supponiamo dapprima he i onduttori del sistema ambino posizione nello

spazio, onservando però la stessa distribuzione elettria.

Se applihiamo a iasun onduttore una forza uguale e ontraria alla risultante delle forze elettrihe alle

quali è sottoposto, la veloità di questi orpi è ostantemente nulla durante la trasformazione; di onseguenza,

l'inremento della forza viva del sistema è nulla. Il prinipio di onservazione dell'energia darà quindi

dU = dQ+Aτ

Per le forze esterne appliate ai onduttori, essendo uguali e ontrarie alle forze elettrihe, il loro lavoro è

uguale a quello di queste ultime ambiate di segno. Il lavoro τ fornito al sistema durante la trasformazione è

quindi

+dW

di onseguenza,

dU = dQ +AdW

o

d (U −AW ) = dQ

Ma, nelle ondizioni in ui avviene, la trasformazione è reversibile; di onseguenza,

dS =
dQ

T

Non vi è aluna produzione o assorbimento di alore, poihé supponiamo he la distribuzione elettria sui

onduttori non ambia; dQ è quindi nullo. Le equazioni preedenti mostrano he allora U−AW e S non variano.

295. Consideriamo uno dei onduttori del sistema, e mostriamo he le funzioni U −AW e S onservano gli

stessi valori quando la distribuzione elettria di questo onduttore varia.

Prendiamo una moleole materiale m di questo onduttore he possiede una aria dq e he oupa il punto

M (�g. 39).
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Trasportiamo questa moleola on la sua aria in M ′
, e nello stesso tempo trasportiamo la moleola

materiale he oupa il puntoM ′
inM . Lasiamo poi la aria elettria dq ritornare daM ′

aM per onduibilità.

La forma, il volume, lo stato �sio o himio del onduttore non sono alterati da questa trasformazione, poihé il

onduttore è omogeneo e abbiamo solo permutato tra loro due moleole di materia; le funzioni U e S onservano

quindi lo stesso valore. D'altra parte, la distribuzione elettria è la stessa prima e dopo questa trasformazione; di

onseguenza, l'energia elettrostatia, he dipende solo dalle posizioni delle masse elettrihe, riassume il proprio

valore. Le variazioni di U − AW e di S sono quindi nulle. Questa onlusione rimarrà valida evidentemente

qualora i punti M e M ′
appartengano, rispettivamente, a due onduttori della stessa natura.

Questa operazione si sompone in due fasi:

(1) Trasporto delle moleole materiale M e M ′
;

(2) Trasporto dell'elettriità per onduzione.

La prima fase, ome abbiamo visto, non modi�a le funzioni U −AW e S; l'operazione totale non modi�a del

tutto; pertanto deve valere la stessa osa della seonda fase.

Le variazioni della distribuzione elettria per onduzione non alterano queste due funzioni.

Possiamo quindi modi�are la distribuzione elettria sui onduttori del sistema, far passare elettriità da un

onduttore ad un altro dello stesso tipo, spostare questi onduttori senza modi�are U−AW e S. La proposizione

enuniata rimane anora dimostrata. Ne deriva immediatamente he queste funzioni non dipendono né dalle

posizioni dei onduttori, né dalle distribuzioni elettrihe; esse dipendono da grandezze he �ssano lo stato �sio

o himio, la forma, e., di questi onduttori e delle arihe elettrihe he possiedono. Cerhiamo il modo in

ui esse dipendono da queste ultime quantità.

296. Espressioni di U −AW e di S in funzione delle arihe.

Per sempli�are, riduiamo il sistema a due onduttori A e B omogenei ma di natura diversa e le ui arihe

sono q1 e q2. Chiamiamo U, S e W i valori dell'energia interna, dell'entropia e dell'energia elettrostatia nello

stato onsiderato, e U1 e S1 i valori delle prime due funzioni quando il sistema si trova allo stato neutro.

Aggiungiamo al sistema un erto numero m + n di sfere uguali tra loro delle quali m sono della stesso

materiale del onduttore A, e n dello stesso materiale del onduttore B; hiameremo s1 l'entropia di una delle

prime, e s2 quella di una delle seonde quando sono allo stato neutro.

L'insieme del sistema onsiderato e di queste sfere supposte neutre forma un sistema la ui entropia

S
′

= S +ms1 +ms2

Faiamo passare la aria q del orpo A su q1 delle sfere dello stesso materiale; questi orpi torneranno allo

stato neutro e ognuna delle sfere possiederà una aria 1; sia s
′

1 il valore dell'entropia di una di esse in queste

ondizioni. Faiamo passare anhe la aria q2 di B su q2 delle sfere dello stesso materiale, e indihiamo on

s
′

2 l'entropia di una di queste sfere quando possiede una aria 1. Abbiamo allora un nuovo stato del sistema

totale per il quale l'entropia è

S
′

1 = S1 + (m− q1) s1 + q1s
′

1 + (n− q2) s2 + q2s
′

2

Ma, per quanto detto nella preedente sezione, il passaggio di elettriità da un onduttore ad un altro dello

stesso tipo non modi�a l'entropia del sistema; di onseguenza, S
′

= S
′

1, e iò dà

S = S1 + q1

(

s
′

1 − s1

)

+ q2

(

s
′

2 − s2

)

Ora s
′

1 − s1 dipende solo dalla natura e dallo stato �sio delle sfere e, di onseguenza, dal onduttore A;

possiamo pertanto porre

s
′

1 − s1 = η1

Per gli stessi motivo porremo

s
′

2 − s2 = η2

essendo η1, η2 oe�ienti he non dipendono dalle arihe q1 e q2. Avremo allora, per l'espressione dell'entropia

del sistema dei onduttori A e B in funzione di queste arihe,

S = S1 + η1q1 + η2q2

Per un sistema omprendente un maggior numero di onduttori avremo, in generale,

(16.3.1) S = S1 + η1q1 + η2q2 + ...+ ηnqn

Abbiamo onsiderato solo l'entropia. Ma le stesse onsiderazioni si appliano evidentemente alla funzione

U −AW ; troveremo per questa funzione

(16.3.2) U −AW = U1 + θ1q1 + θ2q2 + ...+ θnqn

indiando U1 l'energia interna del sistema allo stato neutro e θ1, θ2, ...θn oe�ienti indipendenti dalle arihe.



297. DIFFERENZA DI POTENZIALE DI CONTATTO ED EFFETTO PELTIER. 153

297. Di�erenza di potenziale di ontatto ed e�etto Peltier.

Consideriamo due diversi onduttori, i ui metalli sono messi a ontatto.

Nel �lo he li unise irolerà una orrente e questo �lo sarà in generale sede di un fenomeno irreversibile,

ioè la produzione di alore per e�etto Joule. Ma, se la di�erenza di potenziale dei due onduttori è molto

viina a quella di equilibrio, l'intensità della orrente sarà in�nitamente piola e, poihé il alore di Joule è

proporzionale al quadrato di questa intensità, essa sarà un in�nitesimo del seondo ordine. Potremo allora

trasurarla e i fenomeni diverranno reversibili. La variazione di entropia del sistema è pertanto, supponendo i

due orpi alla stessa temperatura T ,

(16.3.3) dS =
dQ

T

La variazione di energia interna è

dU = dQ

poihé non viene fornito lavoro al sistema. Di onseguenza, abbiamo

(16.3.4) dU = TdS

Chiamiamo dq la quantità di elettriità he passa dal primo al seondo onduttore; la aria di quest'ultimo

diviene q2 + dq e quella del primo q1− dq. Di onseguenza, la variazione di entropia del sistema è, dalla formula

16.3.1,

(16.3.5) dS = dq (η2 − η1)

e quella dell'energia interna, dalla formula 16.3.2,

dU = AdW + dq (θ2 − θ1)

Abbiamo quindi, in virtù dell'equazione 16.3.4,

AdW + dq (θ2 − θ1) = dq (η2 − η1)T

Ma, se hiamiamo V1 e V2 i potenziali dei due onduttori, la variazione di dW è

dW = (V1 − V2) dq

Sostituendo dW on questi valori nella preedente equazione, troviamo, per l'espressione della di�erenza di

potenziale di ontatto,

(16.3.6) V1 − V2 =
1

A
[(η2 − η1)T + θ1 − θ2]

Il alore assorbito dal sistema è dato dalla relazione 16.3.3; sostituendovi dS on il suo valore 16.3.5, si ha

dQ = (η2 − η1)Tdq

Il alore liberato, ioè l'e�etto Peltier, è quindi proporzionale a

(16.3.7) − (η2 − η1)T

298. È ora possibile trovare quale relazione esiste tra i oe�ienti dell'e�etto Peltier e la di�erenza di

potenziale di ontatto.

Mostriamo dapprima he esiste una relazione tra i oe�ienti θ e η.

Saldiamo i onduttori in modo tale he le temperature dei loro punti siano ostantemente uguale tra loro

ed e�ettuiamo questo risaldamento in modo he la trasformazione sia reversibile; avremo anora

dU = TdS

o, poihé la temperatura è la sola quantità variabile

dU

dT
= T

dS

dT

Sostituiamo in questa equazione le derivate parziali di U e S on i valori riavati dalle espressioni 16.3.1 e

16.3.2; otteniamo

dU1

dT
+ q1

dθ1

dT
+ q2

dθ2

dT
= T

dS1

dT
+ Tq1

dη1

dT
+ Tq2

dη2

dT
Questa uguaglianza dovendo essere soddisfatta per ogni aria, e si dovrà avere

dU1

dT
= T

dS1

dT

e inoltre

(16.3.8)

dθ

dT
= T

dη

dT
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dove θ, η rappresentano, in generale, le funzioni relative ad uno stesso materiale.

Serviamoi di questa relazione per trovare iò he erhiamo tra V1 − V2 e il oe�iente dell'e�etto Peltier.

Abbiamo, derivando rispetto a T i due membri dell'equazione 16.3.6,

A
d (V1 − V2)

dT
= η2 − η1 + T

d (η2 − η1)

dT
−
d (θ2 − θ1)

dT

o, a ausa della relazione 16.3.8,

A
d (V1 − V2)

dT
= η2 − η1

Se portiamo questo valore di η2 − η1 nell'espressione 16.3.7, troviamo he il oe�iente dell'e�etto Peltier

è proporzionale a

−AT
d (V1 − V2)

dT

La variazione della di�erenza V1 − V2 on la temperatura è in genere più piola di V1 − V2 e iò omporta

he l'e�etto Peltier è più debole del alore equivalente alla variazione dell'energia elettrostatia. Sembra quindi

he siamo giunti a determinare la reale forza elettromotrie di ontatto, he, nel aso di una orrente hiusa,

non può essere misurata né tanto meno de�nita. Sembra di essere tornati alla di�oltà he aompagna orrenti

aperte ome quelle he sariano un ondensatore.

Per stabilire questo risultato abbiamo dovuto fare alune ipotesi. Ma rihiamerò l'attenzione su una di esse

sulla, si vedrà poi, si potrebbero avanzare dubbi. Abbiamo supposto he non vi altro alore liberato se non

quello dovuto all'e�etto Peltier, al ontatto tra i due onduttori (oltre il alore di Joule he, nel aso reale, può

essere trasurato ome in�nitesimo del seondo ordine).

Ma, se si adottano le idee di Maxwell. vi sono solo orrenti hiuse e le orrenti dette aperte (quelle di

ui i oupiamo) si hiudono in realtà attraverso il dielettrio. Con questo modo di vedere la super�ie

di separazione del onduttore e del dielettrio è attraversata da una orrente. Essa è inoltre origine di una

di�erenza di potenziale, ome visto nella sezione 302. Ci si può quindi hiedere se essa non possa essere pure

sede di un e�etto Peltier.

Ritornerò in seguito su questa questione; supponiamo per ora he questo e�etto Peltier partiolare sia nullo

e ammettiamo di onseguenza la teoria di M. Duhem.

299. A�nhé il alore liberato dall'e�etto Peltier sia equivalente alla variazione dell'energia elettrostatia,

ioè proporzionale alla forza elettromotrie di ontatto, basterà, dalle relazioni 16.3.6 e 16.3.7, he

θ1 = θ2

Non vi è aluna ragione evidente perhé questa uguaglianza sia soddisfatta, poihé θ1 e θ2 si riferisono a

materiali diversi. D'altra parte essa ondurrebbe a onseguenze in ontraddizione on l'esperienza.

Infatti, avremmo

dθ1

dT
=
dθ2

dT

e, di onseguenza, a ausa della 16.3.8,

dη1

dT
=
dη2

dT

La di�erenza η2 − η1 sarà allora indipendente dalla temperatura, e, di onseguenza, la forza elettromotrie

di ontatto, he si ridue a

V1 − V2 =
1

A
(η2 − η1)T

sarà proporzionale alla temperatura; osì sarà pure per l'e�etto Peltier. L'esperienza ha dimostrato he non è

osì.

La vehia ipotesi della proporzionalità dell'e�etto Peltier on la di�erenza di potenziale di ontatto deve

quindi essere assolutamente sartata.

300. Di�erenza di potenziale e�ettiva e di�erenza di potenziale apparente di due orpi a

ontatto.

La di�erenza di potenziale V1−V2 espressa dalla 16.3.6 è quella di due puntiM1 eM2 (�g. 40) appartenenti

rispettivamente a uno e all'altro dei onduttori a ontatto.
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Maxwell ha fatto notare he questa di�erenza di potenziale poteva non avere lo stesso valore di quella tra

i due punti M
′

1 e M
′

2 posti nell'aria ad una distanza in�nitamente piola dai onduttori. Ignoriamo infatti

se esista una di�erenza tra il potenziale di un onduttore e quello dei punti dell'aria irostante; l'esistenza di

questa di�erenza sembrerebbe anhe probabile da iò he avviene nella zona di ontatto tra i due onduttori

in equilibrio. Vi è quindi modo di distinguere tra la di�erenza di potenziale dei punti M1 e M2 e quella tra i

punti M
′

1 e M
′

2; la prima è la di�erenza di potenziale di ontatto reale, la seonda è la di�erenza di potenziale

apparente.

La di�erenza di potenziale reale interviene nei fenomeni termoelettrii; la di�erenza apparente, nei fenomeni

di attrazione delle piastre di un ondensatore quando sono formate da metalli diversi e sono ollegate da un �lo

metallio. Infatti, la brusa di�erenza di potenziale di ontatto tra due orpi rihiede l'esistenza di un doppio

strato di dielettrio. Di onseguenza, l'attrazione delle piastre del ondensatore risulta non solo dall'attrazione

degli strati semplii di aratteristihe ontrarie he le rioprono, ma anhe dei due doppi strati provenienti dal

ontatto dell'aria; essa dipende quindi dalla di�erenza di potenziale apparente.

Se la legge di Volta si appliasse ad una serie di orpi formati dall'aria e dai onduttori, le due estremità

di questa atena dovrebbe trovarsi allo stesso potenziale; i punti M
′

1 e M
′

2 potendo essere onsiderati ome le

estremità di questa atena, la di�erenza di potenziale apparente sarebbe nulla. L'esperienza prova he essa non

è nulla.

301. E�etto Thomson e forza elettromotrie orrispondente

Disutiamo ora le onseguenze della teoria di M. Duhem e delle ipotesi sulle quali si basa, e in partiolare

di quella di ui ho parlato un poo più a lungo al termine della sezione 298.

Vediamo dapprima quali di�oltà si inontrano quando si era di alolare on la teoria di Duhem le

funzioni ϕ (T ) e ϕ
′

(T ) onsiderate alla sezione 292. Eo infatti il ragionamento he si è tentato di fare.

Prendiamo un ondensatore le ui armature A e B (�g. 41), dello stesso metallo, sono a diverse temperature

e ollegate da un onduttore C dello stesso materiale. Supponiamo he si sia stabilito l'equilibrio, e siano allora

q1 e q2 le rispettive arihe delle armature. Se una ausa in�nitamente piola fa passare una quantità dq

di elettriità da A a B, il fenomeno è reversibile, poihé se l'intensità della orrente è in�nitamente piola

possiamo trasurare il suo quadrato e di onseguenza il alore di Joule, e si ha

dS =

ˆ

dQ

T

essendo dQ il alore assorbito da un elemento del sistema ed essendo l'integrazione estesa a tutti questi elementi.

Di onseguenza,

dQ

T
= Adq

ˆ T2

T1

ϕ (T )

T
dT

indiando T1 e T2 le temperature delle armature. D'altra parte, l'equazione 16.3.1 i dà

dS = (η2 − η1) dq
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di onseguenza, abbiamo

η2 − η1 = A

ˆ T2

T1

ϕ (T )

T
dT

Questa equazione dovendo essere soddisfatta per ogni temperatura T1 e T2, deve valere

(16.3.9)

dη

dT
= A

ϕ (T )

T

relazione he dà l'espressione di ϕ (T ).
La trasformazione onsiderata avviene senza assorbire lavoro, e si ha

dU = dQ

o, dalla uguaglianza 16.3.2,

AdW + (θ2 − θ1) dq = A

ˆ T2

T1

ϕ (T )dT

o anora, sostituendo dW on il suo valore dq
´ T2

T1
ϕ (T )dT ,

A

ˆ T2

T1

ϕ
′

(T )dT + θ2 − θ1 = A

ˆ T2

T1

ϕ (T )dT

Questa uguaglianza, dovendo anora essere soddisfatta per ogni temperature T1 e T2, i onsente di dedurre

Aϕ
′

(T ) +
dθ

dT
= Aϕ (T )

da ui otteniamo, tenendo onto dell'equazione 16.3.9

Aϕ
′

(T ) = T
dη

dT
−
dθ

dT

Ma, dalla relazione 16.3.8, il seondo membro di quest'ultima uguaglianza è uguale a zero; di onseguenza,

ϕ
′

(T ) = 0

302. Così, da questo ragionamento, la forza elettromotrie elementare orrispondente all'e�etto Thomson

sarà nullo; ne risulterà he la di�erenza di potenziale delle armature è nulla.

Ora M. Pellat ha onstatato he, se le armature di un ondensatore sono formate da uno stesso metallo a

diverse temperature, questo ondensatore si aria quando si ollegano metalliamente le armature. Esiste quindi

una di�erenza di potenziale. È vero he nelle esperienze di M. Pellat è la di�erenza di potenziale apparente he

interviene. Si potrebbe quindi avere he la di�erenza di potenziale reale tra il metallo freddo e il metallo aldo

sia nulla. Tuttavia, è assai poo probabile.

Si può dire analogamente (ma non sarebbe di�ile rispondere a questa obiezione) he la teoria di M. Duhem

non si può appliare al fenomeno Thomson, e, di onseguenza, le onseguenze derivanti da questa appliazione

possono non essere vere.

Infatti, nella determinazione delle formule 16.3.1 e 16.2.2, abbiamo ammesso he lo stato di ogni onduttore

del sistema è ompletamente determinato da un erto numero di variabili tra le quali si trova la temperatura.

La temperatura di ognuno dei onduttori deve quindi essere uniforme, ondizione he non è soddisfatta dal

�lo di omuniazione C nel sistema preedentemente onsiderato. Inoltre, per giungere alla relazione 16.3.8,

abbiamo supposto he i onduttori sono alla stessa temperatura, nuova ondizione he non è realizzata nel aso

in questione.

303. Avremmo quindi la selta tra tre interpretazioni:

(1) Ammettere he l'e�etto Thomson non è nullo, ome prova una esperienza diretta, ma he la forza

elettromotrie he, seondo Thomson, he lo genera è nulla; he di onseguenza, nell'esperienza di

Pellat, la di�erenza di potenziale reale tra i due piatti è nulla e he la di�erenza di potenziale apparente

è al ontrario diversa da zero;

(2) Supporre he la teoria di M. Duhem è appliabile solo al aso in ui tutti i onduttori sono alla stessa

temperatura;

(3) Ammettere he vi è un e�etto Peltier al ontatto tra un onduttore e un dielettrio.

Ma, presentando il nostro ragionamento sotto una forma un poo diversa, vediamo he le prime due interpre-

tazioni devono essere respinte.
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16.4. Alune Note

304. Fenomeno Peltier al ontatto di un onduttore e un dielettrio.

Per mostrarlo abbandoniamo la teoria di M. Duhem e onsideriamo il ondensatore le ui armature A e B

(�g. 41) dello stesso metallo sono a diverse temperature T1 e T2.

Lasiamo l'armatura A alla stessa temperatura T1 e faiamo variare quella di B di dT2; nello stesso tempo

faiamo variare la distanza fra le armature. Durante un intervallo di tempo dt, una quantità dq di elettriità

passerà da una armatura all'altra liberando nel �lo una erta quantità di alore; una parte è dovuta all'e�etto

Thomson, l'altra all'e�etto Joule. Il alore orrispondente all'e�etto Thomson essendo proporzionale all'intensità

i = dq
dt

della orrente e quella he orrisponde all'e�etto Joule al quadrato di questa quantità, quest'ultima può

essere trasurata rispetto alla prima se dq è in�nitamente piola. Questa ondizione si realizza quando lo

spostamento delle armature e il risaldamento di B sono eessivamente lenti. Supporremo he sia osì. Allora

il ilo è reversibile.

305. La quantità di alore prodotta in un elemento del onduttore C dall'e�etto Thomson essendo

−Adqϕ (T )dT

iò he deve fornire l'esterno per mantenere questo elemento alla stessa temperatura è

Adqϕ (T )dT

Per il onduttore C intero, si avrà

ˆ

dQ

T
= Adq

ˆ T2

T1

ϕ (T )

T
dT

o

ˆ

dQ

T
= Aηdq

ponendo

η =

ˆ T2

T1

ϕ (T )

T
dT

Per innalzare di dT2 la temperatura dell'armatura B bisogna fornirle una quantità di alore CdT2, essendo

C la sua apaità alori�a. Si ha quindi, per la trasformazione elementare onsiderata,

(16.4.1)

ˆ

dQ

T
= Aηdq +

C

T2
dT 2

Il primo membro di questa equazione è un di�erenziale esatto, poihé la trasformazione è reversibile; di

onseguenza, si deve avere

(16.4.2) A
dη

dT2
=

1

T2

dC

dq

Se ora onsideriamo la somma delle quantità di alore edute al sistema, abbiamo

ˆ

dQ = Adq

ˆ T2

T1

ϕ (T )dT + CdT

o

(16.4.3)

ˆ

dQ = Aθdq + CdT2

se si pone

θ =

ˆ T2

T1

ϕ (T )dT

Mostriamo he esso è un di�erenziale esatto.

Pertanto bisogna dimostrare he

(16.4.4) A
dθ

dT2
=
dC

dq

Dalle equazioni he de�nisono θ e η, si ha

dθ

dT2
= ϕ (T2)

e

dη

dT2
=

1

T2
ϕ (T2)

Ne risulta

dθ

dT2
= T2

dη

dT2
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e l'uguaglianza 16.4.4 da veri�are diviene

(16.4.5) AT2
dη

dT2
=
dC

dQ

essa è evidentemente soddisfatta, in base all'uguaglianza 16.4.2.

306. Così la quantità di alore assorbita in una trasformazione elementare è un di�erenziale esatto; ne

deriva he, se si ompiere al sistema un ilo hiuso, non vi è alore assorbito. Dal prinipio di equivalenza, non

si può avere, per un tale ilo, del lavoro prodotto. Di onseguenza, ontrariamente alle esperienza di M. Pellat,

l'attrazione delle armature sarà nulla.

Infatti, faiamo desrivere al sistema il seguente ilo:

(1) Rimanendo uguale a T2 la temperatura di B, avviiniamo le due armature; se vi è attrazione tra i due

piatti, ome prova l'esperienza di M. Pellat, si produe un lavoro positivo;

(2) Rimanendo ostante la distanza tra le due armature, faiamo variare la temperatura di B da T2 a T ;

le armature non si spostano, non si avrà produzione di lavoro;

(3) Rimanendo la temperatura di B uguale a T1, allontaniamo le due armature in modo da riportare alla

loro distanza iniziale; trovandosi le due armature alla stessa temperatura, non si avrà attrazione e di

onseguenza alun lavoro;

(4) Rimanendo uguale la distanza tra le due armature, riportiamo la temperatura di B da T1 a T2. Non

vi sarà anora nessun lavoro.

Il lavoro totale prodotto sarà quindi positivo, di modo he dQ non potrà essere un di�erenziale esatto.

Il alolo e l'esperienza danno quindi risultati ontraddittori.

Ma, srivendo le equazioni 16.4.1 e 16.4.3, abbiamo ammesso he non i fossero altre ause di assorbimento

di alore all'infuori dell'e�etto Thomson e della variazione di temperatura di B. Supponiamo ora he alla

super�ie di ontatto tra l'aria e le armature, B per esempio, si produa un e�etto Peltier e hiamiamo −Aλdq
il alore emesso da questo e�etto in una trasformazione elementare.

Abbiamo allora

ˆ

dQ

T
= A

(

η +
λ

T2

)

dq +
C

T2
dT2

e

ˆ

dQ = A (θ + λ) dq + CdT2

Essendo la prima quantità un di�erenziale esatto, si ha

(16.4.6)

1

T2

dC

dq
= A

dη

dT2
+
A

T2

dλ

dT2
−
Aλ

T 2
2

A�nhé anhe il seondo termine sia un di�erenziale esatto basterà he

dC

dq
= A

dθ

dT2
+A

dλ

dT2

o, a ausa della 16.4.5,

dC

dq
= AT2

dη

dT2
+A

dλ

dT2
Questa ondizione non può essere soddisfatta nello stesso tempo della 16.4.6 a meno he λ sia nullo, ioè se

non vi è il fenomeno Peltier. Siome il alore fornito non potrà essere un di�erenziale esatto, un fenomeno di

questo tipo si deve dunque produrre. Poihé non vi sono ragioni per ui produa sulla super�ie di B piuttosto

he su quella di A, deve esistere su entrambe queste super�i.

307. Supponiamo he T1 vari nello stesso tempo di T2. Siano C1 e C2 le apaità alori�he del piatto A e

del piatto B, λ1 e λ2 i oe�ienti del nostro nuovo e�etto Peltier alla super�ie di A e quella di B; si avrà
ˆ

dQ

T
= A

(

η +
λ2

T2
−
λ1

T1

)

dQ +
C1

T1
dT1 +

C2

T2
dT2

e

ˆ

dQ = A (θ + λ2 − λ1) dq + C1dT1 + C2dT2

Siano α l'attrazione dei due piatti e δ la loro distanza; il lavoro esterno τ è uguale a

τ = α

(

dδ

dq
dq +

dδ

dT1
dT1 +

dδ

dT2
dT2

)

In base ai due prinipi della Termodinamia,

ˆ

dQ

T
e

ˆ

dQ−Aτ
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devono essere di�erenziali esatti. Se ne dedue

λ2

T2
=

dα

dT2

dδ

dq
−
dα

dq

dδ

dT2

λ1

T1
=
dα

dq

dδ

dT1
−

dα

dT1

dδ

dq

Ma questo ragionamento presuppone he non vi sia alun altro e�etto alori�o all'infuori del nostro nuovo

fenomeno Peltier, e le pagine preedenti i hanno insegnato a prestare attenzione a simili ipotesi.

Comunque sia, la teoria di M. Duhem sembra dover essere abbandonata. Riprendiamo infatti il ragiona-

mento del paragrafo 297. Dovremo onsiderare tre e�etti Peltier, il primo alla super�ie di separazione tra i

due onduttori, le altre due alla super�ie libera di iasuno dei due onduttori. Otterremo allora una relazione

tra questi tre e�etti e la forza elettromotrie di ontatto, e potremo alolare il primo di questi tre e�etti in

funzione di questa forza.

Se, al ontrario, si ri�utasse di ammettere l'esistenza del fenomeno Peltier al ontatto tra un onduttore e

un dielettrio, non si potrebbe rendere onto dell'esperienza di M. Pellat.

Possiamo riassumere la questione nel modo seguente:

Al termine della sezione 292, abbiamo trovato la relazione

∑

E
′

=
∑

E

ma dovemmo rionosere he la onsiderazione di orrenti hiuse non basta a alolare E
′

in funzione di E.

M. Duhem ha erato di aggirare la di�oltà onsiderando iruiti aperti; ma, se si assumono le idee di

Maxwell, non vi sono iruiti aperti, di modo he l'arti�io di M. Duhem diviene illusorio.

Non si ha alun modo di misurare E
′

; e osì la nozione di questa di�erenza di potenziale vera E′
, non

essendo aessibile ad aluna esperienza, può essere vista ome priva di senso, a meno he la si voglia intendere

ome una de�nizione arbitraria, ioè ponendo per onvenzione

E
′

= E

ome si fa spesso, ponendo sempre per onvenzione,

E
′

= T
dE

dT

ome ha fatto M. Duhem; o de�nendo E
′

, sempre per onvenzione, servendosi di onsiderazioni assunte dai

fenomeni elettroapillari.

308. Rendimento termio dei motori elettrii.

Impieghiamo una pila elettrostatia per far muovere un motore elettrio. Quando la forza ontro elettro-

motrie del motore è uguale alla forza elettromotrie della pila, l'intensità di orrente è in�nitamente piola e

il alore liberato per e�etto Joule è del seondo ordine. Lo si può quindi trasurare e tutto il alore trasformato

nelle pila in energia voltaia si ritrova interamente in lavoro prodotto. Il alore trasformato in energia voltaia

è, seondo Helmholtz, uguale al alore non ompensato L′′
della reazione; il alore prodotto è L; il rendimento

termio del sistema è pertanto

L
′′

L
Nella maggior parte dei asi, questo rapporto è viino a

4

5
. Il rendimento di un motore elettrio è quindi

molto maggiore di quello delle mahine termihe. È vero he il rapporto preedente da il valore massimo del

rendimento di un motore elettrio, poihé si suppone he l'intensità di orrente sia molto piola, e iò avrebbe

ome e�etto la produzione di un lavoro in�nitamente piolo in un tempo �nito. Pratiamente, l'intensità di

orrente deve essere �nita e bisogna togliere al alore voltaio il alore risultante dall'e�etto Joule. Tuttavia,

il rendimento rimane anora molto superiore a quello delle mahine a vapore. L'impiego dei motori elettrii

presenterebbe quindi un vantaggio deiso rispetto a quello di queste mahine se il prezzo di osto del alore

himio di una reazione non fosse maggiore di quello del alore prodotto dalla ombustione del arbone.



CAPITOLO 17

RIDUZIONE DEI PRINCIPI DELLA TERMODINAMICA AI

PRINCIPI GENERALI DELLA MECCANICA

309. Teorie diverse.

La riduzione del prinipio di equivalenza ai prinipi fondamentali della Meania non inontra di�-

oltà: l'ipotesi delle forze moleolari è su�iente, ome abbiamo visto, a dedurre il prinipio di onservazione

dell'energia e, di onseguenza, quello dell'equivalenza delle equazioni generali del moto.

È osì anhe per il seondo prinipio della Termodinamia. Clausius ha, per primo, tentato di riondurlo

ai prinipi della Meania, ma senza riusirvi in modo soddisfaente.

Helmholtz, nella sua Memoria sul Prinipio di minima azione, ha sviluppato una teoria molto più preisa

di quella di Clausius; tuttavia esso non può rendere onto dei fenomeni irreversibili.

310. Fondamenti della teoria di Helmholtz.

Consideriamo un sistema di punti materiali, liberi o sottoposti a vinoli, la ui ondizione de�nita dai

parametri q1, q2, q3, ...qn. Indihiamo on q
′

1, q
′

2, ...q
′

n le derivate di questi parametri rispetto al tempo, e on T

la semi forza viva del sistema. In�ne sia

Q1δq1 +Q2δq2 + ...+Qnδqn

l'espressione del lavoro delle forze alle quali il sistema è sottoposto in uno spostamento virtuale. Avremo in ogni

istante, per ognuno dei parametri,

d

dt

dT

dq
′

i

−
dT

dqi
= Qi

è l'equazione di Lagrange relativa al parametro qi.

Nella sua Memoria, Helmholtz ambia queste notazioni abituali. La lettera T viene mantenuta per indiare

la temperatura assoluta: la semi forza viva è indiata on L. I parametri sono hiamati pa, pb, ..., e le loro

derivate rispetto al tempo on qa, qb, ....

Il lavoro virtuale delle forze interne al sistema è distinto da quello delle forze esterne. Helmholtz suppone

he le forze interne ammettono una funzione delle forze, o energia potenziale, Φ; allora il lavoro di queste forze
per una variazione δpa di uno dei parametri è

−
dΦ

dpa
δpa

Quanto al lavoro delle forze esterne risultanti da questa variazione, è indiato da

−Paδpa
Con queste nuove notazioni l'equazione di Lagrange relativa al parametro pa è

(17.0.7)

d

dt

dL

dq
′

a

−
dL

dpa
= −

dΦ

dpa
− Pa

311. L'energia potenziale Φ dipende solo dalla posizione del sistema; è quindi una funzione dei parametri

p, ma non delle loro derivate q.

Al ontrario, l'energia inetia L dipende a sua volta dalle p e dalle q; essa è omogenea e del seondo

grado rispetto a queste ultime grandezze. Infatti, L he è uguale a

∑

mv2 è di grado −2 rispetto al tempo; se

quindi si raddoppia l'unità di tempo, il valore di L si trova quadrupliato. Ora pa non varia in seguito a questi

ambiamenti di unità, mentre qa raddoppia; è quindi neessario he ogni termine di L ontenga le q al seondo

grado.

A ausa di questa proprietà della funzione L, abbiamo

(17.0.8) 2L =
∑

qa
dL

dqa

312. Poniamo

(17.0.9) H = Φ− L

160
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e

(17.0.10) U = Φ+ L

U è allora l'energia totale del sistema.

Derivando la prima di queste equazioni rispetto a pa, otteniamo

dH

dpa
=
dΦ

dpa
−
dL

dpa

la derivazione rispetto a qa dà

dH

dqa
= −

dL

dqa

poihé Φ non dipende dalle q. Da queste uguaglianze riaviamo le derivate di L rispetto a pa e qa, sostituiamo

poi i valori trovati nell'equazione 17.0.7; abbiamo

(17.0.11) −
d

dt

dH

dqa
+
dH

dpa
= −Pa

Poniamo ora

(17.0.12) −
dH

dqa
=
dL

dqa
= sa

sa e le quantità sb, ...., de�nite dalle analoghe equazioni, sono funzioni delle p e delle q. Possiamo quindi

onsiderare U ome una funzione delle p e delle s, restando H sempre visto ome una funzione delle p e delle q.

Le uguaglianze 17.0.9 e 17.0.10 i danno, per questa funzione U ,

U = H + 2L

o, dalle relazioni 17.0.8 e 17.0.12,

U = H +
∑

qasa

Da questa nuova uguaglianza risulta, prendendo il di�erenziale totale dei due membri,

∑ dU

dp
dp+

∑ dU

ds
ds =

∑ dH

dp
dp+

∑ dH

dq
dq +

∑

sdq +
∑

qds

Ma, dalle 17.0.12,

∑ dH

dq
dq = −

∑

sdq

di onseguenza, l'uguaglianza preedente si ridue a

∑ dU

dp
dp+

∑ dU

ds
ds =

∑ dH

dp
dp+

∑

qds

Deduiamo da iò

(17.0.13)

dU

dpa
=
dH

dpa
e

(17.0.14)

dU

dsa
= qa

313. L'espressione del prinipio di onservazione dell'energia di dedue immediatamente dalle relazioni

17.0.13 e 17.0.14. Queste relazioni i danno

dU

dpa
= −

dsa

dt
− Pa

dU

dsa
= qa =

dpa

dt

Di onseguenza,

dU =
∑ dU

dp
dp+

∑ dU

ds
ds = −

∑

Pdp−
∑ ds

dt
dp+

∑ dp

dt
ds

o

dU = −
∑

Padpa

La variazione dell'energia totale del sistema è quindi uguale al lavoro delle forze esterne al sistema: è proprio

l'enuniato del prinipio di onservazione dell'energia.
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314. Ipotesi sulla natura dei parametri.

Helmholtz ammette he i parametri he de�nisono lo stato del sistema possono dividersi in due gruppi in

base al modo in ui variano on il tempo; in un aso variano lentamente, nell'altro variano assai rapidamente.

Indiheremo i primi parametri on pa, i seondi on pb.

Questa ipotesi sembra alquanto naturale. Così i moti moleolari dovuti al risaldamento di un orpo

hanno veloità enormemente maggiori di quelle he possiamo omuniare all'insieme del orpo. I parametri he

de�nisono le posizioni relative delle moleole variano quindi rapidamente; al ontrario, quelli he �ssano la

posizione del orpo nello spazio sono a variazione lenta.

315. Helmholtz fa poi un'altra ipotesi he potrebbe sembrare più di�ile da aettare. Ammette he la

funzione Φnon dipende dai parametri pb e he nella funzione L questi parametri entrino solo on le loro derivate

qb.

Si possono mostrare aluni esempi riavati dalla Meania elementare dove questa ipotesi è veri�ata.

Consideriamo una puleggia mobile attorno al proprio asse. La posizione della puleggia può essere de�nita

dall'angolo pb he un piano �sso nello spazio forma on un piano passante per un punto della puleggia e per

l'asse della stessa; pb è quindi uno dei parametri del sistema. La semi forza viva di questo sistema è uguale al

prodotto del momento di inerzia della puleggia per il quadrato della veloità angolare; il momento di inerzia

dipende solo da pb; la veloità angolare è qb = dpb
dt
; di onseguenza, la semi forza viva dipende solo da qb e

non dal parametro pb. D'altra parte, il entro di gravità della puleggia essendo sull'asse di rotazione, fa sì he

l'energia non vari; esso è quindi indipendente da pb.

Prendiamo un altro esempio. Consideriamo un anale irolare perorso da un liquido e supponiamo stabilito

il regime permanente. Si può de�nire la posizione del sistema mediante l'angolo pb formato da un diametro

del anale, �sso nello spazio, e un diametro passante per una delle moleole del liquido. Ma né l'energia

potenziale, né l'energia inetia dipendono da questo parametro, poihé queste grandezze rimangono ostanti.

Infatti, essendo stabilito il regime permanente, una moleola è immediatamente sostituita da un'altra dopo he

la prima si è spostata; inoltre, il lavoro delle forze interne è nullo e di onseguenza l'energia potenziale onserva

lo stesso valore.

Risulta da questi esempi he l'ipotesi di Helmholtz è esatta nel aso di orpo ruotante attorno ad un asse;

essa sembra quindi appliabile ai moti turbolenti delle moleole. Si può anora appliare al aso in ui le

moleole dei orpi si spostano rettilineamente da una parte all'altra di un punto �sso ? È quanto esamineremo

in seguito.

316. Ammettiamo l'ipotesi di Helmholtz e ontinuiamo l'esposizione della sua teoria.

Poihé Φ ed L sono supposti indipendenti dai parametri pb, anhe H lo sarà. Avremo quindi, dall'equazione

17.0.11,

(17.0.15) −
d

dt

dH

dqb
= −Pb

o, dalla de�nizione delle funzioni s,
dsb

dt
= −Pb

Il lavoro esterno orrispondente al parametro onsiderato è −Pbdpb, per una variazione dpm di questo

parametro. Espresso in funzione dell'intervallo di tempo dt, questa variazione è

dpb
dt
dt o qbdt. Di onseguenza,

il lavoro esterno si può srivere −Pbqbdt. Helmholtz pone

dQb = −Pbqbdt

Se, in questa equazione, sostituiamo Pb on il valore determinato dall'equazione preedente, si ha

(17.0.16) dQb = qb
dsb

dt
= qbdsb

Tale è l'equazione relativa ai parametri varianti molto rapidamente.

Oupiamoi dei parametri he variano lentamente e mostriamo he per questi la derivata

d
dt
dH
dqb

può essere

trasurata.

Dall'uguaglianza 17.0.12, abbiamo

dH

dqa
= −

dL

dqa

L è una funzione omogenea e di seondo grado rispetto a qa e qb;
dH
dqa

è quindi formata da termini della

forma Aqa′ qa′′ e Bqa′ qb. Di onseguenza, la derivata di questa quantità rispetto al tempo

d
dt
dH
dqa

ontiene solo

termini della forma

Aqa′′
dqa′

dt
Bqb

dq
a
′

dt
Bqa′

dqb

dt
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Ma, poihé i parametri pa variano molto lentamente, qa′ e qa′′ sono molto pioli e le derivate di queste

quantità rispetto a t sono pure molto piole; possiamo quindi trasurare i termini dei primi due tipi, poihé essi

ontengono il prodotto di due quantità molto piole. Possiamo anhe trasurare i termini della terza forma, ma

ad una ondizione: he si supponga molto piola la derivata

dqb
dt

della quantità �nita qb. (Così, se, per �ssare

le idee, ritorniamo alla puleggia he i è servita prima ome esempio, iò rihiede di supporre he la veloità

angolare di questa puleggia sia molto grande, ma pratiamente ostante). Essendo ammessa questa ipotesi,

tutti i termini di

d
dt
dH
dqa

saranno trasurabili.

Abbiamo allora, per l'equazione relativa ai parametri pa,

(17.0.17)

dH

dpa
= −Pa

ottenuta trasurando il primo termine dell'equazione 17.0.11.

317. Sistemi monoilii.

Helmholtz assegna il nome di sistemi monoilii a quelli per i quali il numero di parametri a variazione

rapida indipendenti si ridue a 1; nel aso in ui il numero si questi parametri sia maggiore di 1, il sistema è

poliilio.

In tutti i sistemi monoilii, si ha

dQ
L

=di�erenziale esatto.
Per dimostrare questa proprietà, onsideriamo dapprima un sistema monoilio la ui situazione è de�nita

da un solo parametro a variazione rapida he possiamo, senza ambiguità, indiare on p.

Nella relazione 17.0.8,

2L =
∑

qa
dL

dqa

qa india la derivata di un parametro qualsiasi, variante rapidamente o lentamente. Ma, per questi ultimi, qa
molto piolo e i termini he gli orrispondono possono essere trasurati; rimane solo nel seondo membro il

termine orrispondente al parametro p; di onseguenza,

(17.0.18) 2L = q
dL

dq
= qs

Dalla relazione 17.0.16, si ha per dQ

dQ = qds

Di onseguenza,

(17.0.19)

dQ

L
=

2qds

qs
= 2d log s

il quoziente onsiderato è quindi pure un di�erenziale esatto.

318. Sistemi inompleti.

Helmholtz divise i sistemi poliilii o monoilii in due lassi: i sistemi ompleti o i sistemi inompleti.

Questi ultimi sono quelli per i quali il lavoro −Padpa orrispondente ad una variazione diversa da zero di uno

dei parametri pa è uguale a zero.

Per questi sistemi, si avrà, dall'equazione 17.0.17, un'altra equazione

(17.0.20)

dH

dpa
= 0

he ha parametri pa he soddisfano alla proprietà preedente. Indiheremo on pa questi parametri. La funzione

H non dipendente dai parametri a variazione rapida pb seondo l'ipotesi di Helmholtz, e le derivate qa possono

essere trasurate, e le equazioni analoghe alla 17.0.20 si possono onsiderare ome relazioni tra i parametri pc,

i parametri pa e le derivate qb. Poihé esse sono nelle stesso numero dei parametri pc, e ne potremo servire

per esprimere questi parametri in funzione di pa di qb. Questi parametri non sono quindi neessari per de�nire

la situazione del sistema; i parametri pa (deduzione fatta da quelli he indiheremo on pc) e bastano periò i

parametri pb.

Le equazioni saranno ambiate, quando si prenderanno solo ome variabili indipendenti i parametri pa e pb?

Chiamiamo H
′

l'espressione di H , in queste ondizioni; H
′

dipende da pa e qb; H dipende da pa, da pc e qb.

Siome H
′

e H indiano una sola e stessa funzione espressa on diverse variabili, avremo

H
′

= H

Prendiamo ora le derivate di queste funzioni rispetto a pa; abbiamo

dH
′

dpa
=
dH

dpa
+
∑ dH

dpc

dpc

dpa
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Ora, dalla relazione 17.0.20,

dH

dpc
= 0

di onseguenza,

dH
′

dpa
=
dH

dpa

Le equazioni di Lagrange relative ai parametri a variazione lenta onservano pertanto la stessa forma: la

forma data dalla 17.0.17.

Prendiamo la derivata rispetto a qb; abbiamo

dH
′

dpb
=
dH

dqb
+
∑ dH

dpc

dpc

dqb

e, di onseguenza, per gli stessi motivi preedenti,

dH
′

dqb
=
dH

dqb

Da questa uguaglianza e dalle 17.0.12 risulta immediatamente he la funzione sb rimane la stessa, sia he i

parametri pc entrino espliitamente nel numero di quelli he de�nisono la situazione del sistema, sia he non

ne faiano parte. Di onseguenza, in un aso ome nell'altro, le equazioni di Lagrange relative ai parametri a

variazione rapida sono della forma 17.0.16:

dQb = qbdsb

Rimanendo la stessa la forma delle equazione, è evidente he nel aso di un sistema monoilio il fattore

1

L
sarà un fattore integrante di dQ.

319. I sistemi inompleti di�erisono quindi poo dai sistemi ompleti. Tuttavia è una proprietà importante

he li distingue.

L'energia inetia L è in generale una funzione omogenea di seondo grado di qb e qa; essa dipende inoltre

dai parametri a variazione lenta. Abbiamo visto he nei sistemi inompleti una parte di questi parametri, i

parametri pc, sono funzioni dei qbe pa. Di onseguenza, se sostituiamo in L i pc on le loro espressioni in

funzione dei qb, L esserà di essere di seondo grado rispetto alla qb; essa potrà quindi essere di un grado dispari

rispetto a queste derivate e, di onseguenza, di un grado dispari rispetto al tempo. Vedremo presto l'importanza

di questo aspetto.

L'esempio più semplie he si possa itare è quello di una puleggia sul ui asse è montato un regolatore a

forza entrifuga. Quando la veloità della puleggia aumenta, le sfere del regolatore si divariano e il momento

di inerzia del sistema rese.

La forza viva non è quindi proporzionale al quadrato della veloità angolare, poihé è uguale al prodotto di

questo quadrato per il momento di inerzia variabile on questa veloità.

320. Appliazione ai fenomeni alori�i.

Ammettiamo on Helmholtz he i parametri pb si riferisano ai moti moleolari dovuti al alore e i parametri

pa ai moti visibili del sistema.

A ausa di questa distinzione tra questi diversi parametri, l'equazione

dU = −
∑

padpa

della sezione 313 diviene

dU = −
∑

padpa −
∑

pbdpb

o

dU = −
∑

padpa +
∑

dQb

Così, seondo questa relazione, la variazione dell'energia interna è uguale alla somma omprensiva di segno

dei lavori esterni

∑

padpa dei moti visibili e dei lavori esterni −
∑

dQb delle forze moleolari. Confrontiamo

questa espressione di dU on quella he i è fornita dal prinipio di equivalenza: la variazione dell'energia

interna, espressa in unità meanihe, è la somma del lavoro e del alore dQ, espressa on le stesse unità, he

sono forniti al sistema. Si vede he i due enuniati divengono identii se si ammette he

dQ =
∑

dQb

ioè se si ammette he il lavoro esterno delle forze moleolari ambiato di segno è equivalente al alore fornito

al orpo durante la trasformazione. Il prinipio di equivalenza si riondue quindi ai prinipi generali della

Meania, se si onsiderano i orpi omposti da moleole he agisono una sull'altra. Lo sapevamo già.
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321. Consideriamo ora un sistema monoilio. Sappiamo he in questo aso

(17.0.21)

dQb

L
= differenziale esatto

Ma dQb non è altro he il alore espresso un unità meanihe fornito al sistema, poihé per un sistema

monoilio

∑

dQb si ridue a dQb. Basta quindi, per rendersi onto del prinipio di Carnot, supporre he la

temperatura del sistema è proporzionale all'energia inetia L. Come d'altronde i termini di questa energia he

ontengono qa sono trasurabili, questa energia si può onfondere on l'energia inetia moleolare.

È possibile ammettere he la temperatura assoluta di un sistema è proporzionale all'energia inetia moleo-

lare ? La teoria inetia dei gas mostra he non è osì per questi orpi. La teoria di Helmholtz, ome vedremo,

i obbligherà ad ammettere he non è lo stesso per tutti gli altri orpi.

Poniamo, seondo il prinipio di Carnot onsiderato ome sperimentalmente dimostrato,

(17.0.22)

dQ

T
= dS

essendo S qui il prodotto dell'entropia per l'equivalente meanio del alore. Poihé dQ = dQb, dS e il

di�erenziale 17.0.21 si annullano ontemporaneamente. Quest'ultimo è quindi una funzione di S; poniamo

Qb

L
= ϕ (S)

Ne riaviamo

dQb

L
= ϕ

′

(S) dS = ϕ
′

(S)
dQ

T

e, di onseguenza,

L = Tθ (S)

Per determinare θ onsideriamo due sistemi per i quali le quantità L e S avranno rispettivamente ome

valori L1 e S1, L2 e S2.

Supporremo he i due sistemi siano alla stessa temperatura T . Ciò è neessario poihé vogliamo onsiderare

per ora solo i fenomeni reversibili.

Avremo allora

L1 = Tθ1 (S1) L2 = Tθ2 (S2)

I valori di queste quantità per l'insieme dei due sistemi saranno L1 + L2 e S1 + S2. Avremo quindi

L1 + L2 = Tθ3 (S1 + S2)

e, di onseguenza,

θ1 (S1) + θ2 (S2) = L1 = θ3 (S1 + S2)

Deriviamo rispetto a S1 i due membri di questa uguaglianza; otteniamo

θ
′

1 (S1) = L1 = θ
′

3 (S1 + S2)

e, derivando di nuovo rispetto a S2,

0 = L1 = θ
′′

3 (S1 + S2)

Ne deduiamo per il valore di θ3 (S1 + S2)

θ3 (S1 + S2) = a+ b (S1 + S2)

e di onseguenza,

θ1 (S1) = a
′

+ bS1 θ2 (S2) = a
′′

+ dS2

Le tre funzioni lineari θ1, θ2, θ3 di�erisono quindi solo per il termine ostante a, a
′

o a
′′

, ma il oe�iente

b è lo stesso per tutti.

Avremo quindi, indiando on a e b due ostanti, la prima dipendente dalla natura del orpo, mentre la

seonda è la stessa per tutti i orpi,

L = T (a+ bS)

Ma abbiamo visto he il oe�iente b deve avere lo stesso valore per qualunque orpo onsiderato. Di on-

seguenza, b è nullo per tutti i orpi poihé lo è per i gas. La temperatura assoluta è quindi sempre proporzionale

all'energia inetia moleolare.
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322. La teoria di Helmholtz si applia ai moti vibratori.

Come abbiamo fatto notare, l'ipotesi di Helmholtz (318) è giusti�ata solo nel aso di moti turbolenti. Ora

i movimenti moleolari sembrano essere moti osillatori rispetto ad un punto �sso. Il quoziente

dQ
T

è anora

un di�erenziale esatto per questo genere di moti? Mostriamo he questa proprietà sussiste nel aso di sistemi

monoilii, anhe quando si abbandona l'ipotesi della sezione 315.

Se abbandoniamo tale ipotesi, l'energia potenziale Φ è una funzione del parametro a variazione rapida p

he possiamo srivere

(17.0.23) Φ =
Ap2

2
+ C

essendo A e C funzioni di pa. Infatti, srivere questa uguaglianza porta a trasurare nello sviluppo di Φ,
rispetto alle potenze resenti di p, i termini di un grado superiore al seondo e a sopprimere il termine di

primo grado. I oe�ienti dei termini di un grado superiore al seondo sono neessariamente molto pioli,

e possiamo trasurarli. D'altra parte, è sempre possibile prendere il parametro p, in modo tale he sia nullo

quando la moleola si trova al entro dell'osillazione; in queste ondizioni, Φ è di grado pari rispetto a p, e, di

onseguenza, il termine di primo grado è nullo.

L'energia inetia L è omogenea e di seondo grado rispetto a q e alle qa; possiamo quindi porre

(17.0.24) L =
Bq2

2

dove B india una funzione delle pa, se supponiamo sempre molto piole le qa .

323. Cerhiamo l'equazione di Lagrange relativa al parametro p. Abbiamo, da una delle equazioni 17.0.12,

s =
dL

dq
= Bq

e di onseguenza, per l'equazione erata,

dBq

dt
+
dH

dp
= −P

Ma,

H = Φ− L

e, di onseguenza,

dH

dp
=
dΦ

dp
−
dL

dp
= Ap

e l'equazione preedente si può srivere

(17.0.25)

dBq

dt
+Ap = −P

Se supponiamo stazionario il moto osillatorio, P è nullo e A e B rimangono ostanti; di onseguenza,

questa equazione diviene

B
dq

dt
+Ap = 0

o

B
d2p

dt2
+Ap = 0

Se poniamo

A = n2B

una soluzione di questa equazione è

p = h sin (nt+ ω)

ne otteniamo per derivazione

q = hn cos (nt+ ω)

e, portando questo valore di q nel seondo membro della 17.0.24,

L =
Bh2n2 cos2 (nt+ ω)

2

Quando si onsidera il sistema per un tempo su�ientemente lungo rispetto al periodo di vibrazione, si

utilizza il valore medio di questa quantità; dobbiamo quindi prendere ome denominatore del rapporto

dQ
L

l'espressione

(17.0.26) L =
B2h2n2

4
=
Ah2

4
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324. Supponiamo ora he i parametri a variazione lenta ambino il loro valore; in altre parole supponiamo

he il moto vibratorio non sia stazionario, allora P non è nullo. Caloliamo il lavoro

δQ = −
ˆ

Pdq

fornito dall'esterno e relativo al parametro a variazione rapida per un tempo δt, molto piolo in senso assoluto,

ma tuttavia molto grande rispetto al periodo di osillazione.

Abbiamo quindi, dall'equazione 17.0.25,

δQ =

ˆ

dB

dt
qdp+

ˆ

B
dq

dt
dp+

ˆ

Apdq

Il primo di questi integrali si alola failmente. La funzione B dipende solo dai parametri a variazione

lenta, la sua derivata rispetto a t è piola e varia lentamente; possiamo quindi onsiderarla ome ostante e

l'integrale da alolare diviene

dB

dt

ˆ

qdp =
dB

dt

ˆ

q2dt

Essendo l'integrale alolato per un tempo molto piolo δt, l'integrale preedente può essere sostituito dal

prodotto di δt per il valore medio

h2n2

2
di q2; abbiamo quindi

ˆ

dB

dt
qdp =

dB

dt
δt
h2n2

2
= h2n2δB,

dove δB india la variazione di B rispetto al tempo δt.

Per ottenere gli altri due integrali sviluppiamo A e B rispetto alle potenze resenti di t; abbiamo,

supponendo per un istante di aver preso ome origine del tempo l'inizio dell'intervallo δt,

A = A+
dA

dt
t+

d2A

dt2
t2 + ...

B = B +
dB

dt
t+

d2B

dt2
t2 + ...

Ma l'intervallo di tempo δt durante il quale si onsidera il sistema è piolo, ed è inutile tenere onto dei

termini di seondo grado in t e di grado superiore; inoltre, possiamo onsiderare

dA
dt

e

dB
dt

ome ostanti durante

questo intervallo; ne segue quindi, per gli integrali da alolare,

ˆ

B
dq

dt
dp =

ˆ

Bqdq =

ˆ

qdq +
dB

dt

ˆ

tqdq

ˆ

Apdp = A

ˆ

pdp+
dA

dt

ˆ

tpdp

325. Possiamo segliere l'intervallo di tempo δt in modo he p sia nullo all'inizio e al termine di questo

intervallo; per questi due istanti q è allora uguale a nh. In queste ondizioni,

B

ˆ

qdq = Bδ
n2h2

2
e

A

ˆ

pdp = 0

Gli altri due integrali si possono srivere, integrando per parti,

dB

dt

ˆ

tqdq =
dB

dt

(

tq2

2
−
ˆ

q2

2
dt

)

dA

dt

ˆ

tpdp =
dA

dt

(

tp2 −
ˆ

p2

2
dt

)

e si vede failmente he valgono, il primo

dB

dt

(

δt
n2h2

2
− δt

n2h2

4

)

= δB
n2h2

4

il seondo,

dA

dt

(

0− δt
h2

4

)

= −δA
h2

4

Di onseguenza, sostituendo in δQ gli integrali on il loro valore, otteniamo

δQ = δB
n2h2

2
+Bδ

n2h2

2
+ δB

n2h2

4
+ δA

h2

4
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o

δQ = 3δB
n2h2

4
+Bδ

n2h2

2
− δA

h2

4
Dividiamo queste equazioni per L i ui valori sono dati dalle 17.0.26; abbiamo

δQ

L
= 3

δB

B
+ 2

δn2h2

n2h2
−
δA

A

Essendo ognuno dei termini del seondo membro la derivata di un logaritmo, la loro somma è la derivata

del logaritmo del prodotto; è quindi un di�erenziale esatto. Il teorema di Clausius si trova, di onseguenza,

pure ben dimostrato nel aso di uno stato vibratorio delle moleole osì ome nel aso di uno stato turbolento.

326. Fenomeni irreversibili.

Ritorniamo alla teoria di Helmholtz. Sembra he essa non possa rendere onto dei fenomeni irreversibili.

Consideriamo la funzione H . Lo sappiamo, è una funzione dei p e dei q; queste ultime quantità vi entrano al

seondo grado poihé H = Φ−L e Φ non dipende dalle q, mentre L ontiene queste quantità al seondo grado.

Quando si ambia il segno del tempo, ioè di fa ritornare il sistema al suo stato iniziale, le p non ambiano di

segno, ma le derivate q = dp
dt

lo ambiano. Ma, poihé queste quantità �gurano al seondo grado in H , questa

ultima funzione onserva lo stesso valore. Ora le equazioni he de�nisono in ogni istante lo stato del sistema

possono mettersi sotto la forma 17.0.11:

−
d

dt

dH

dqa
+
dH

dpa
= −Pa

Il suo primo termine non ambia valore quando dt diviene negativo, poihé dqa ambia nello stesso tempo

del segno e si vede he H onserva lo stesso valore; quanto agli altri termini, non ambiano più valore. Queste

equazioni rimangono quindi le stesse per qualunque segno di dt; di onseguenza, il sistema, quando ritorna verso

il suo stato iniziale, ripassa esattamente per gli stati assunti partendo dallo stato iniziale; le trasformazioni sono

quindi reversibili.

327. Ma abbiamo visto he, nel aso dei sistemi inompleti, L si può esprimere tramite una funzione di terzo

grado delle q. Di onseguenza L, in queste ondizioni, ambia valore on il segno di dt. I fenomeni irreversibili

potrebbero pertanto avere luogo on i sistemi inompleti; è iò he ammette Helmholtz.

Ma l'illustre �sio è riorso anhe ad un'altra interpretazione, pressohé analoga.

Supponiamo he, per aluni dei parametri a variazione rapida pb, le quantità Pb siano nulle. Indiheremo

questi parametri on la notazione pe. Si ha allora

dse =
dQe

qe
= −Pedt = 0

Le se sono pertanto ostanti he hiamo s0e. Le relazioni

se = s0e

mi permetteranno di eliminare le quantità qe e di onservare ome variabili indipendenti solo le pa e le qb (qe
non omprese).

Indihiamo allora on la notazione d le derivate parziali alolate on il sistema delle variabili preedenti

pa, qb, qe e on la notazione δ le derivate parziali alolate on le nuove variabili pae qb.

Poniamo inoltre

H
′

= H +
∑

s0eqe

si avrà

∂H

∂pa
=
dH

dpa
+
∑ dH

dqc

∂qe

∂pa
=
dH

dpa
−
∑

se
∂qc

∂pa
=
dH

dpa
−
∑

s0e
∂qe

∂pa

∂H
′

∂pa
=
dH

dpa
+
∑ dH

dqc

∂qe

∂pa
da ui

∂H
′

∂pa
=
dH

dpa
Analogamente avremo

∂H

∂qb
=
dH

dqb
−
∑

se
∂qe

∂qb
e

d

dt

∂H

∂qb
=

d

dt

dH

dqb
−
∑

se
d

dt

∂qe

∂qb
−
∑ dse

dt

∂qe

∂qb
e, poihé

se = s0e
dse

dt
= 0
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si ha

d

dt

∂H
′

∂qb
=

d

dt

∂H

∂qb
+
∑

s0e
d

dt

∂qe

∂qb
pertanto

d

dt

∂H
′

∂qb
=

d

dt

dH

dqb

Le nostre equazioni diventano pertanto

∂H
′

∂pa
= −Pa d

∂H
′

∂qb
= −qbdQb

Esse onservano quindi la stessa forma. Se il numero dei parametri a variazione rapida diversi dai pe si

ridue a 1, il sistema è monoilio; ma il fattore integrante non è più

1

L
, ma

1

qbsb
.

Le relazioni se = s0e non sono omogenee rispetto alle q, poihé il primo membro è di primo grado e il seondo

di grado 0.
Ne risulta he dopo l'eliminazione delle qe, L non sarà più omogeneo di seondo grado rispetto alle q e H

potrà ontenere termini di grado dispari rispetto a queste quantità.

Le equazioni essano quindi di essere reversibili, ioè di rimanere invariabili quando si inverte il segno del

tempo.

Helmholtz ha designato on movimenti nasosti quelli he orrispondono ai parametri pb per i quali Pb
è nullo, e l'irreversibilità dei fenomeni deve allora essere attribuita all'esistenza di moti nasosti nel sistema.

L'esempio più semplie di un tale sistema è il pendolo di Fouault; in questo aso, il moto nasosto è quello della

Terra; è questo movimento he impedise al pendolo di ritornare nel moto inverso per le posizioni oupate in

preedenze e distrugge la reversibilità del fenomeno.

328. Questa spiegazione dei fenomeni irreversibili può apparire soddisfaente. A mio avviso essa non può

rendere onto di tutti i fenomeni termodinamii. Mostriamolo.

Consideriamo un sistema sottratto a tutte le azioni esterne. In questo aso le Pa sono nulle e abbiamo per

le equazioni relative a un parametro

(17.0.27)

ds

dt
+
dH

dp
= 0

s = −
dH

dq

sopprimendo gli indii.

Dalle relazioni 17.0.8, 17.0.9 e 17.0.10, abbiamo per l'energia del sistema

U = H +
∑

q
dL

dq

o, tenendo onto della 17.0.12,

U = H +
∑

qs

Consideriamo U ome funzione di p e di s; otteniamo per le derivate parziali di questa funzione

dU

dp
=

dH

dp

dU

ds
= q

o, dall'equazione 17.0.27 e dal signi�ato di q,

dU

dp
= −

ds

dt

dU

ds
=
dp

dt
(17.0.28)

Essendo il sistema isolato, la sua entropia non può diminuire; di onseguenza

ds
dt

deve essere positivo

all'aumentare di t.

Possiamo onsiderare S ome una funzione delle s e delle p. Allora abbiamo

dS

dt
=
∑

(

dS

ds

ds

dt
+
dS

dp

dp

dt

)

o, sostituendo

ds
dt

e

dp
dt

on i loro valori tratti dalle equazioni 17.0.28,

ds

dt
=
∑

(

dS

dp

dU

ds
−
dS

ds

dU

dp

)
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Di onseguenza, la ondizione alla quale deve soddisfare il sistema è

(17.0.29)

∑

(

dS

dp

dU

ds
−
dS

ds

dU

dp

)

> 0

e questa disuguaglianza deve essere soddisfatta per tutti valori delle p e delle s.

Vedremo he non lo sarà sempre.

329. È in e�etti possibile immaginare un sistema per il quale S passa per un massimo. Poihé S non può

diminuire, questa quantità rimane ostante quando essa raggiunto il suo valore massimo, valore per il quale

il sistema è in equilibrio. Possiamo supporre he questo stato orrisponda a valori nulli di s e di p, allora, se

queste variabili avessero valori diversi da zero, s
′

e p
′

, basterebbe porre

s = s
′

+ s
′′

p = p
′

+ p
′′

e di prendere s
′′

e p
′′

ome nuove variabili a�nhé nella ondizione di equilibrio le variabili siano nulle. Possiamo

pure supporre he, per questo stato, U e S sono nulli, poihé queste funzioni ontengono una ostante arbitraria.

Sviluppiamo S rispetto alle potenze resenti delle variabili.

Il primo termine di questo sviluppo è nullo in base all'ipotesi preedente; l'insieme dei termini di primo

grado in s e p è pure nullo poihé S passa per un massimo quando s = p = 0; per quest'ultimo motivo, l'insieme

dei termini di seondo grado è negativo. Di onseguenza, se trasuriamo i termini di grado superiore al seondo,

S è una forma quadratia negativa di s e di t; possiamo quindi somporre in quadrati i ui oe�ienti sono tutti

negativi.

Sviluppiamo anhe la funzione U ; il termine ostante dello sviluppo è nullo. È osì pure per l'insieme dei

termini di primo grado; infatti, poihé vi è equilibrio del sistema,

ds

dt
= 0 e

dp

dt
= 0

e, dalle equazioni 17.0.28,

dU

dp
= 0

dU

ds
= 0

Trasurando i termini dello sviluppo di grado superiore al seondo, U si ridue quindi a una forma quadratia

di s e p.

330. Essendo le funzioni S e U quadratihe, le loro derivate parziali rispetto alle variabili sono di primo

grado e, di onseguenza, il primo membro della disequazione 17.0.29 è una funzione quadratia. A�nhé questa

diseguaglianza sia sempre veri�ata, bisogna he questa funzione quadratia posso mettersi sotto forma di una

somma di quadrati i ui oe�ienti sono positivi. Allora può annullarsi solo per s = p = 0.
Consideriamo ora la funzione −U

S
. Essa è omogenea e di grado zero rispetto a p e s. Si può dunque, senza

ambiare il valore di questa funzione, moltipliare s e p per uno stesso fattore qualunque. Appro�ttiamone per

rendere queste variabili sempre più piole di una data quantità, ioè �nite. Allora U e S rimangono �nite

per qualunque valore assegnato alle variabili e −U
S
non può divenire in�nito se non per S nullo. Ma essendo S

una funzione quadratia negativa non può annullarsi; −U
S
non può quindi divenire in�nito e deve presentare un

massimo he indiheremo on λ per un sistema di valori delle s e delle p diversi da s = p = 0.
Per questi valori delle variabili orrispondenti a questi massimo, si ha

dU
ds
dS
ds

=
U

s
= −λ

di onseguenza,

dU

dS
= −λ

dS

ds
Analogamente si ha

dU

dp
= −λ

dS

dp

Se introduiamo questi valori di

dU
ds

e

dU
dp

al primo membro della disuguaglianza 17.0.29, questa si annulla.

La funzione quadratia he le è uguale può quindi annullarsi per valori di p e s diversi da zero. Di onseguenza,

tutti i oe�ienti dei quadrati non sono positivi e la funzione può essere negativa.

Le equazioni di Helmholtz non possono quindi spiegare l'aumento di entropia he avviene nei sistemi isolati

sottoposti a trasformazioni irreversibili.

Da iò risulta he i fenomeni irreversibili e il teorema di Clausius non sono spiegabili per mezzo delle

equazioni di Lagrange.

331. Anhe la spiegazione dei fenomeni reversibili non è ompleta. In partiolare, bisognerebbe spiegare

perhé quando due orpi alla stessa temperatura sono posti a ontatto non vi è passaggio di alore da un orpo
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all'altro. Si è tentato di darne una spiegazione. Si sono onfrontati i due orpi a due arruole on la stessa

veloità di rotazione; quando si innestano queste arruole, non vi è urto e di onseguenza non vi è trasmissione

di forza viva dall'una all'altra; quando si mettono i due orpi a ontatto non vi sarebbero più urti tra le moleole,

possedendo queste la stessa veloità nei due orpi poihé le temperature sono le stesse. La spiegazione è lontana

dall'essere soddisfaente.

332. Lavoro di Boltzmann.

Ai nomi di Helmholtz e Clausius va aggiunto quello di M. Boltzmann. Tra i lavori di quest'ultimo sienziato

sul tema trattato segnaleremo solo la sua dimostrazione dell'ipotesi di Helmholtz.

M. Boltzmann separa anora i parametri del sistema in due lassi: i parametri a variazione lenta e quelli a

variazione rapida, ma non suppone più he H è indipendente da questi ultimi. Sompone il sistema totale in un

grande numero di sistemi per i quali il periodo è lo stesso, ma hanno diverse fasi. Considerando questo insieme

di sistemi M. Boltzmann mostra he tutto avviene ome se H non dipendesse dai parametri a variazione rapida;

l'ipotesi di Helmholtz si trova quindi giusti�ata. Questo punto di vista del lavoro di Boltzmann deve essere

segnalato.

333. Tutti i tentativi di questa natura devono pertanto essere abbandonati; i soli he avranno qualhe

possibilità di suesso sono quelli fondati sull'intervento delle leggi statistihe ome, per esempio, la teoria

inetia dei gas.

Questo punto di vista, he non posso qui sviluppare, si può riassumere in un modo un poo grossolano nel

modo seguente:

Supponiamo di voler porre un hio di avena nel mezzo di un muhio di grano; iò sarà faile; supponiamo

he volgiamo in seguito ritrovarlo e reuperarlo; non potremo farlo. Tutti i fenomeni irreversibili, seondo aluni

�sii, sarebbero ostruiti su un modello simile.
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